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1 Zahlen

¢ Natiirliche Zahlen N := {0,1,2,3,4,5,...}. Je nach Konvention beginnen sie
bei 0 oder 1 (im Vorkurs bei 0).

Giuseppe Peano entwickelte ein Axiomensystem, das die natiirlichen Zahlen
auf eindeutige Weise charakterisiert, aber leider haben wir hier nicht die Zeit,
um alle Axiome zu erklaren.

e Ganze Zahlen: Das additive Inverse eines Elementes a € N ist das (eindeutige)
Element, das die Eigenschaft a + = 0 erfiillt, und wird mit —a bezeichnet.

Die ganzen Zahlen Z bestehen aus N und den additiven Inversen der Elemente

von N:
Z:={...,-3,-2,—-1,0,1,2,...}.

¢ Rationale Zahlen: Das multiplikative Inverse eines Elementes a € Z, a # 0
ist das (eindeutige) Element, das die Eigenschaft a - x = 1 erfiillt, und wird
mit % oder a~! bezeichnet.

Die rationalen Zahlen QQ bestehen aus Z, den multiplikativen Inversen der
Elemente von Z und allen Kombinationen daraus.

Q:={b-2|beZ acZ,as0}

Die Darstellung ist nicht eindeutig, z.B. % = %, %8 = -2,

e Reelle Zahlen: Die reellen Zahlen R bestehen aus Q zusammen mit allen
Elementen, die man braucht, damit jede nach oben beschriankte Teilmenge
eine kleinste obere Schranke besitzt (Zahl die > jedes Element der Menge ist),
z.B. die Teilmenge

M:={qeQ:¢* <2}

hat in Q zwar obere Schranken (z.B. 2, %, 1—73, %), aber keine kleinste. Die
kleinste obere Schranke ist tatsichlich /2 (die reell aber nicht rational ist,

Satz von Euklid), d.h. eine positive reelle Zahl, deren Quadrat 2 ist.
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2 Summen- und Produktzeichen

Seien m,n ganze Zahlen. Dann definiere das Summenzeichen
n
Zai = QT+ ... T Ay

Dabei nennt man ¢ die Laufvariable (oder Index), m den Startwert, n den Endwert
und a; das Argument der Summe. Summiert wird nur iiber die ganzen Zahlen
zwischen Start- und Endwert. Manchmal schreibt man die obige Summe auch

Z a; oder einfach Zai (wenn Start- und Endwert klar sind).

m<i<n %

Falls der Startwert gréfer ist als der Endwert, definiert man die Summe als 0. Man
spricht dann von einer leeren Summe.

Genauso definiere das Produktzeichen

n
Hai =y A -
i=m

Ein leeres Produkt ist 1.

Beispiel 2.1.
4 6

2
a) Y k=2+3+4=9, > 1=1+1+1+1=4, » j>=0.
k=2 Jj=3 Jj=3

b)ﬁi bzs_1 f['241010ﬁ31
_ — s — . — = — 1T = . . . = =
Hiri 23T A e

Fiir manche Umformungen ist eine Indexverschiebung nétig. Das ist einfach eine
Substitution der Laufvariable:

n Z;J(k n+k
doai = ) aj

j=i+k

Dies ist nur eine Anderung der Darstellung. Die einzelnen Summanden /Faktoren
werden nicht verdndert.

5 4 99 100
Beispiel 2.2. Y (k—1)=> I, [[(r+D"=][n""
k=2 =1 n=0 n=1

n
Definition 2.3. Sei n € N. Die Fakultat von n ist definiert als n! := H k.

k=1
Beispiel 2.4. 0! =11 =1, 2! = 2, 3! = 6.

Definition 2.5. Sei n € Nund k € {0,...,n}. Der Binomialkoeffizient “k aus n”

ist definiert als
n\ n!
k] El(n — k)"

.. ) 5! 5-4
Beispiel 2.6. <2> = 51 3] = 5 = 10.




3 Rechnen mit Binomialkoeffizienten

Man kann Binomialkoeffizienten mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks bestimmen:

(o) 1

s N 1 1
((1)) G) liefert 1 2 1

) / AN ) 7/ AN ) _— 1 3 3 1
(0) (1) (2) 1 4 6 4

’ h 7 h ’ A 1 5 10 10 5

Rechnenregeln:

a) Fiir alle n € N gilt: (g) = (n) = 1; die Werte an den Seiten sind 1.
n

n —

b) Fir allen € N, k € {0,...,n} gilt: <Z> :< nk;>;

das Dreieck ist achsensymmetrisch.

n n—1 n—1
Fiir all k 1,...,n—1} gilt: = ;
c) Furallene N, ke {l,...,n—1} gi K 1 +< i >,

jede Koeffizient ist die Summe der 2 dariiber liegenden Koeffizienten.

4 Natiirliche Potenzen und Polynome

Natiirliche Potenzen: zu x € R, n € N, ist

n
"= H T=x T Man sagt “x hoch n”, oder “z zur n-ten Potenz”.
—
=1 n—mal

Bemerkung: x° = 1, weil es ein leeres Produkt ist.

Rechnenregeln: Seien a,b € N und x € R, dann gelten mit obiger Definition:

1) 2% xb = 2o+,
2) (22)b = xob,

Beispiel 4.1. 234 =23 .92 =25 (5%)2 =56 ;3° — 49

Ein Polynom ist eine endliche Summe mit (reellen) Koeffizienten (oder Vorfaktoren)
von natiirliche Potenzen einer Variable (die meist mit = bezeichnet wird)

A" 4 12" '+ .+ a1z + ag, a; €R.

Jedes Summand a;x* heit Monom. Als Grad des Polynoms wird der héchste Expo-
nent j bezeichnet, fiir den der Koeffizient a; nicht null ist. Dieser Koeffizient heift
Leitkoeffizient, und der Koeflizient ag heif3t Absolutglied.
Das Nullpolynom, bei dem alle a; = 0 sind, hat Grad —oo.

Ein Polynom vom Grad 2 (bzw. 3) wird auch quadratisches (bzw. kubisches) Polynom
genannt.

2020
Beispiel 4.2. v/ 1825 , 2 + T, 2 =2z + 2, Z y—' , —2V/7T.
w!
w=0

Diese Polynome haben Grad 5 bzw. 2, 7, 2020, 0.



4.1 Summe und Produkte von Polynomen

Polynome kénnen nach dem assoziativen Additionsgesetz (Gruppierung aller ihrer
Terme in einer einzigen Summe) summiert bzw. subtrahiert werden, moglicherweise
gefolgt von einer Neuordnung und Kombination gleichartiger Terme.

Beispiel 4.3. Seien P; := 2% + 322 + 52 — 2, Py := —2% — 32? + 4, dann

Pi+P, = 234322450 —2—23—3224+4=5x+2.

Pi—Py = 234322 +52—2—(—2%—-322+4)
= 34322 4+50—-24+234322—-4=2234+622+52—6.

Um das Produkt aus zwei Polynomen zu einer Summe von Termen zu berechnen,
wird das Verteilungsgesetz wiederholt angewendet, was dazu fiihrt, dass jeder Term
eines Polynoms mit jedem Term des anderen multipliziert wird.

Beispiel 4.4. Seien Q1 = 22% + 32 + 5, Qg := —2? + 1, dann

Q1-Q2 = (223 - (—2?) + (227 - 1)
+ 3z (—2?) + (3x-1)
+ (5 (—2%) + (5-1)

= —22°+22% - 323 + 3z — 522 + 5
= —22° 2% 52+ 3z +5
Eigenschaften: Seien P; und P, Polynome mit reellen Koeffizienten. Es gelten:

Grad(P;-Py) = Grad(P;)+Grad(Ps), und Grad(P1+P,) < max(Grad(P;), Grad(P2)) .

4.2 Binomische Formeln

Oft mochte man ein Polynom als Produkt von einfacheren Polynomen schreiben,
dafiir sind die folgenden Gleichungen von Nuten. Seien a,b € R, dann

a) (v +a)? = 2% £ 2va + a® (erste/2weite binomische Formel);
b) 22 —a? = (z — a) - (v + a) (dritte binomische Formel);
) (x+a)® = 2%+ 32%a+ 3za® £ a?;
d) a® = b = (z = b) - (22 + 2b+ 1?).
Satz 4.5 (Der binomische Lehrsatz). Fir a,b € R, n € N gilt

(a+0b)" = z”: (Z)ak R

k=0

4.3 Polynomdivision

Es gibt viele Gemeinsamkeiten zwischen Polynomen und ganzen Zahlen: Beide kann
man addieren, subtrahieren und multiplizieren. Fiir ganze Zahlen gibt es auch die
Division mit Rest z.B:

6:3=2mit Rest 0, dh.6=2-3+0; 13:4=3 mit Rest 1, d.h. 13 =3-4+41.



Und ebenso fiir Polynome. Seien P; und P, Polynome, mit P, nicht Null. Man kann
Py durch P, mit Rest dividieren, und das Ergebnis sind zwei (eindeutig gegebene)
Polynome: Das Quotientpolynom @, und das Restpolynom R, so dass

Pi(z) =Q(z) - Pa(z) + R(x), und Grad(R) < Grad(P,).

Der Algorithmus, um @ und R zu finden, funktioniert fiir Polynome wie die Division
ganzer Zahlen mit Rest.

Hier werden die Schritte am Beispiel Py := 223 — 2% + 1, Py := x + 2 erklrt.

o Es wird zuerst der Summand hochsten Grades von P; durch den Summanden
3 -
hochsten Grades von P, geteilt: % = 22°. Dieses Monom wird danach mit P,

multipliziert, und das Ergebnis 222 - (z + 2) = 223 + 42% wird von Py subtrahiert:

23 —x2 40z +1 T+ 2
—(22%  +42?) 227

T
—522 40z +1

o Wir wiederholen nun den oberen Schritt mit dem neuen Polynom —5x2 + 1 statt
2
Pp: = = 53; 51 - (z+2) = —52% — 10z

xT

23 —z2 +0x +1 T+ 2

—(22%  +42?) 2225
—5z? +0z +1
— (522 —107)
10z +1

Wir gehen dann so weiter, bis in mehreren solchen Schritten ein Rest entsteht, der
nicht mehr durch P; teilbar ist, d.h. sein Grad kleiner ist als der Grad von Ps.

20 —a® 0z +1 T+ 2
—(22%  +42?) 227 — 5 + 10
—5x? +0x +1 0
—(=bz% —10x) Quotient also  Pi(z) = Py(z)- (202 —52+10)—19.
10x +1
—(10z  +20)
—-19 < Rest

Beispiel 4.6. Seien S; := 62% + 22 4+ 2 + 2 und Sy := 222 —x + 1.

623 422 4z 42| 222 -z +1
—(623 =322 +3x) 3z + 2
4z —2r 42 also 62 +a?+o+2 = (22° —24+1)-(32+2)..
—(422 —2x +2)

4.4 Nullstellen

Als Nullistellen eines Polynoms P(z) werden jene Werte b € R bezeichnet, fir die
die Gleichung P(b) = 0 gilt.

Satz 4.7. Jedes Polynom von Grad n hat héchstens n Nullstellen.

Beispiel 4.8. a) —2 und —1 sind die Nullstellen von z? 4 3z + 2;
b) 1 ist die einzige reelle Nullstelle von 3 — 1;
c) 22 4+ 1 hat keine Nullstelle, da 22 > 0 ist fiir alle x € R und somit 22 + 1 > 0.



Satz 4.9. Sei a € R eine Nullstelle des Polynoms P(x), dann teilt das Polynom
x — a das Polynom P(x) mit Rest 0.

Beispiel 4.10. Durch ausprobieren sieht man, dass 23 — 22241 die Nullstelle z = 1
besitzt, also (z —1) teilt 23 — 222 + 1 mit Rest 0: 2° — 222 +1 = (22 —2—1)-(z - 1).

3 222 4+0xr 41 rz—1
_(:1;3 _xQ) vt —x—1
—z? +1
—(—2% +x) also 2322241 = (2?2 —z—1)-(z—1).
—z +1
—(—z +1)

4.4.1 Quadratische Polynome

Hat ein quadratisches Polynom ax? + bz + ¢ zwei Nullstellen w, v, so ist
ar’ +br+c=a-(x—u)-(z—v).
Beispiel 4.11. 222 — 2z — 4 besitzt die Nullstellen 2, —1, damit bekommt man
202 — 22 —4=2-(z—2)- (z+1)
Wie erhélt man diese Nullstellen? Durch Quadratische Erganzung:
2?4 28x +y =22+ 28248 -2y =(x+6)* - B>+ .
T

a fallsa>0

Der Betrag von o € R ist |af := { —a fallsa<0 "

Beispiel 4.12.

=0
——
0=2%— 62 4+5=2>—-2-3249 —945=(z—3)> -4, dh. (z —3)? =4,
=20z =p2

und dann |z — 3| =2, alsox —3=2oder z —3 = —2, d.h. x =5 oder z = 1.
Genauso
O=a?—da+5=...=(x -2 +1>1,
——

>0
also besitzt dieses Polynom keine reelle Nullstelle.
Analog

O=a?+4z+4=(x+2)?2>0,

also besitzt dieses Polynom nur eine Nullstelle, und zwar x = —2.

Bemerkung 4.13. Im Allgemeinen hat man die Mitternachtsformel (oder p,q-Formel)

b+ VA
2a ’

Also besitzt das Polynom 2 verschiedene Nullstellen falls A > 0, nur eine Nullstelle
falls A = 0, und keine Nullstelle falls A < 0.

Beispiel 4.14. Das Polynom z? — 2 — 1 besitzt die beiden Nullstellen

—(DEVEDTA D)D) 1445
2.1 2

12 = wobei A = b? — 4ac.

T1,2 =

)



Aussagenlogik und Mengenlehre

Um mathematische Konzepte zu formulieren verwendet man die Sprache der klassi-
schen Logik.

5 Aussagen

Die Grundbausteine der Logik sind Aussagen. Eine Aussage ist ein mathematisch
oder umgangssprachlich formulierter Satz, der genau einen (Widerspruchsfreiheit)
der beiden Wahrheitswerte “wahr” und “falsch” (Tertium non datur) haben kann.

Beispiel 5.1.

a) “Alle Autos sind rot.” (als deutsche Sprache zu interpretieren)
b) “Die Erde ist rund oder sie ist eine Scheibe.”
c) “64+T7=12" (als mathematische Symbole zu interpretieren)
d) “Die PLZ von Bayreuth ist gerade.”
Vorsicht: Dies ist keine Aussage, da Bayreuth mehrere PLZ (z.B. 95444, 95445
oder 95440) hat. Es gibt dann keinen eindeutigen Warheitswert.
e) “Jede gerade nattrliche Zahl grofier als 2 ist Summe zweier Primzahlen.”

Das ist eine Aussage, da entweder wahr oder falsch ist. Ob sie wahr oder falsch
ist, ist bis jetzt unbekannt (Goldbachsche Vermutung).

Definition 5.2. Seien a,b € Z, dann sagt man: “a ist ein Teiler von b”, wenn ein
¢ € Z existiert, mit b = ¢ - a. Eine Zahl p € N heifit Primzahl, wenn sie genau zwei
positive Teiler besitzt, und zwar 1 und p selbst.

Aussagen werden oft mit Symbolen abgekiirzt. Man schreibt dann

A = “Es gibt lila Kiihe.”

6 Pradikate

Ein Pradikat ist eine Folge von Symbolen, die Platzhalter (sog. Variablen) besitzt
und durch fiillen dieser Platzhalter mit Objektbezeichnungen zu einer Aussage wird.

Beispiel 6.1.

a) ... mag Gitarre spielen. (mit der Variable “..”)
b) =z > 2. (mit der Variable “x”)
¢) x ist ein Teiler von 3" und n € Z. (mit den Variablen “z” und “n”)

Wichtig: Was man fiir das erste n einsetzt, muss man auch fiir das zweite n
einsetzen.



d) z€ M. (mit den Variablen “z” und “M?”)

e) Es regnet. (Da es nicht immer regnet, ist dies ein Priadikat abhéngig von
Zeit, Ort etc.)

Im Grunde sind Aussagen auch Pradikate, ndmlich mit null Variablen. Bei der
Abkiirzung von Pradikaten werden die Variablen in einer Klammer angefiigt:

P(z,a,b) := “x > % +4”.

7 Mengen

Axiome sind Aussagen, die von vornherein als wahr festgelegt werden und den Um-
gang mit bestimmten Begriffen definieren.

Eine Mengentheorie (oder Mengenlehre) ist eine Sammlung von Axiomen, die defi-
nieren, was die zundchst bedeutungslose Aussage A € B bedeuten soll.

In der Mathematik wird hauptsachlich die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre verwen-
det. Wir haben hier nicht den Platz, um alle Axiome zu erkldren. Fiir uns reicht es
zu wissen, dass sie alles beinhaltet, was man von Haus aus als Menge bezeichnet.

Angehorigkeit: A € B bedeutet “A ist Element von B”.

Prinzipiell kann eine Menge alles sein.

Beispiel 7.1.

a) Endliche Mengen, geschrieben als {41, Ag, ..., A, }, wie z.B. {a,b,¢c,d} oder
{3, Hund, Rakete}.

b) Mengekonstruktion durch Auflistung der Elemente, z.B.
M :={1,2,4} oder G:={..,-4,-2,0,2,4,...}.
Vorsicht: Reihenfolge und Wiederholung sind unerheblich, da Elemente nicht
mehrfach enthalten sein kénnen: M = {2,1,4} = {1,4,4,2,1,2}.

c¢) Unendliche Mengen, wie z.B. N oder R.

d) Mengekonstruktion durch ein Prddikat (Eigenschaften der Elemente):
S = {x| P(a)}

bedeutet “S ist definiert als die Menge aller Elemente z, die die Eigenschaft
P(z) erfiillen”, also fiir jedes Element x konnen wir entscheiden, ob z zu S
gehort. Z.B.

G={z|z€Z, x gerade},

dann —2 € G, 5 ¢ G, Pizza ¢ G, =21 ¢ G (¢ = “ist kein Element von”).

e) Die leere Menge () ist durch das Priadikat P(z) := “z # " definiert, also als
die Menge, fiir die die Aussage “x € ()7 falsch ist, fiir jedes x.

Also, die leere Menge enthélt kein Element.



f) Eine Menge M ist eine Teilmenge der Menge N, wenn alle Elemente von M

zu N gehoren, und man schreibt M C N.

Beispiel 7.2. {2,5,6} CN, {1,2,3} £ {1,2,4,5}, ) C M fiir jede Menge M.

g) Intervalle sind zusammenhéngende Teilmenge von R, die keinen, einen, oder
beide Grenzpunkte enthalten, z.B. [0,2[={z | x € R, 0 <z < 2}. Manchmal
benutzt man auch die Notation (—oco,—3) ={z € R |z < —3}.

8 Junktoren-Verkniipfungen

Junktoren oder Verkniipfungen sind Symbole mit denen man Pradikate (insbe-
sondere Aussagen) oder Mengen zusammensetzen kann, um neue Pradikate (bzw.
Mengen) zu erzeugen. Seien in den folgenden Definitionen A und B Pridikate mit
beliebigen Anzahlen von Variablen, und seien M und N Mengen.

e Konjunktion: A A B (gesprochen “A und B”) ist
wahr, wenn beide Aussagen A und B wahr sind,
und falsch ansonsten.

Wir kénnen diese Definition auch mit Hilfe einer
Wahrheitstafel darstellen:

[A]

| AAB |

A| B A
w | w w
w | f f
f|w f
f | f f

Mengentheoretisch wollen wir ausdriicken,
dass ein Element in beiden Mengen ist.
Wir erhalten die Schnittmenge oder
Schnitt:

={z| (e M)AN(z€N)},

diese Menge besteht aus alle Elemente, die
sowohl in M als auch in N sind.

M N

Zwei Mengen M und N, fiir die M N N = () gilt, heiflen disjunkt oder schnittfre.

Beispiel 8.1. Seien A :=“Ich lese” und B :=“Ich spiele Klavier”, dann:

A A B =*“Ich lese und spiele Klavier”.

Seien R :={2,-94,5,7} und S := {2, -3,7,9,6\11}, dann ist RN S = {2, 7}.

e Disjunktion: AV B (gesprochen “A oder B”) ist
wahr, wenn mindestens eine der zwei Aussagen
wahr ist.

Bemerkung 8.2. “V” ist kein “entweder oder”!

Mengentheoretisch wollen wir ausdriicken,
dass ein Element in mindestens einer der
zwei Mengen ist.

Vereinigungsmenge oder Union:

MUN :={z|(xe€ M)V (zeN)},

diese Menge besteht aus alle Elemente, die
in M oder in N sind.

Beispiel 8.3. Seien A :=“FEr schliaft” und B :=“Er trigt eine Maske”, dann:

AV B = “Er trigt eine Maske oder schlaft”.

Seien R := {—2,94,7,7}und S := {-2,3,6,7, 27}, dann ist RUS = {—2,94,7,7,3,6,27}.



e Negation: —A (gesprochen “nicht A”) ist immer Mengentheoretisch erhalten wir die Diffe-
wahr, wenn A falsch ist, und umgekehrt. renzmenge oder das Komplement:

(A -4] N\M :={x e N | ~(xe M)},

w

f diese Menge besteht aus alle Elemente von
fFl w N, die nicht in M sind.

Beispiel 8.4. Sei A :=“Ich bin aus Bayreuth”, dann: =4 = “Ich bin nicht aus
Bayreuth”.

Seien R :={2,4,5} und S := {2,3}, dann sind R\ S = {4,5} und S\ R = {3}.

e Implikation: A = B (gesprochen “A impliziert B”):

Um diesen Junktor zu verstehen fangen wir mit den Mengen an. Wir wollen aus-
driicken, dass M eine Teilmenge von N ist: M C N, falls stets gilt

(xe M)AN(x € N)oder (x¢ M)A (z € N) oder

Wir wollen wir nicht, dass ein Element in M und nicht in N ist: (z € M)A(x ¢ N).
M.a.W., wenn z ein Element von M ist, dann muss x auch ein Element von N sein.

Logischerweise wollen wir also, dass eine der folgenden Moglichkeiten gilt:

(A und B wahr) (A falsch und B wahr)

|

e E | E |

| A= B |
T

Beispiel 8.5. i) Seien A :=“Ich jogge” und B :=“Ich hore Musik”, dann A =
B =“Wenn ich jogge, dann hore ich Musik”, d.h. “Ich jogge nicht, ohne Musik zu

hoéren”.
ii) Seien H := “Ich schlage mir mit dem Hammer auf den Finger”, S :=“Ich spiire
Schmerz”.
H| S|  H=S
f|f W Wenn ich mir ... nicht schlage, dann spiire ich keinen Schmerz
flw w Wenn ich mir ... nicht schlage, dann spiire ich Schmerz Das kann alles passieren.
wo| W w Wenn ich mir ... schlage, dann spiire ich Schmerz
w | f f Wenn ich mir ... schlage, dann spiire ich keinen Schmerz } Das nicht!

Andere Aussprachen fiir A = B sind “aus A folgt B”, “wenn A, dann B”, “A ist
eine hinreichende Bedingung fiir B” und “B ist eine notwendige Bedingung fiir A”.

Insbesondere kann man aus einer falschen Aussage alles folgen, ohne einen Fehler
zu machen (Ex falso queodlibet). Z.B. “Wenn meine Grofimutter Rader hétte, wére
sie ein Autobus” ist sicher wahr, solange meine Grémutter keine Rader hat.
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e Aquivalenz: A & B (gesprochen “A genau dann, Gleichheit von Mengen:

wenn B”): M = N, falls die beiden Menge genau die
’ A ‘ B H As B ‘ selben Elemente enthalten, d.h. falls
LA - MCNANCM.
w | f f
flw f M.a.W. falls das Pradikat
f|f w

Aquivalente Aussagen sind logisch gleichwertig, al- (xreM) e (zeN)

so ist “«<” das logische Gleichheitszeichnen. . .
immer wahr ist.

Beispiel 8.6. Seien F := {x € N | z gerade} = {0,2,4,6,...} und F := {z € Z |
x>5}=1{6,7,8,9,...}, dann gilt

E\F ={0,2,4}, F\E=1{7,9,11,13,...}, ENF ={6,8,10,12,...}, EUF ={0,2,4,6,7,8,9,...}.

8.1 Rechenregeln

Rechenregeln fiir Junktoren schreiben wir mit Hilfe von Tautologien auf. Das sind
Ausdriicke aus Junktoren und Variablen, die immer wahr sind unabhingig davon,
welche Wahrheitswerte man fiir die Variablen einsetzt.Wichtige Rechenregeln sind:

e Doppelte Negation: =(—A) & A.

) A -AT-CA [ A e A
Uberpriifung mit einer Wahrheitstafel. w f W w
f w f w

Das bedeutet also, wir kénnen statt =(—A) immer auch A schreiben.

Gesetze von de Morgan:

~(AAB) < (=A)V (=B)
~(AVB) <= (=A)A(=B)

Negation der Implikation: -(A = B) <= A A (—B).

Negation der Aquivalenz: =(A < B) <= (A A (—B)) V ((—A) A B).

Distributivgesetze:

Ersetzen der Implikation: (A = B) <= (-A4) V B.

Kontraposition: (A = B) <= ((—B) = (—4)).

11



8.2 Mehr Verkniipfungen

e Aus m € M und n € N lésst sich das geordnete Paar (m,n) bilden (Reihen-
folge ist wichtig). Die Menge aller dieser Paare

M x N :={(m,n) |meM,ne N}

heiBt das kartesische Produkt [l von M und N.

Wir benétigen Mengen von Paaren, Tripeln etc., um die Losungsmengen von
Pradikaten mit mehr als einer Variablen beschreiben zu kénnen.

Seien Aq,..., A, Mengen. Wir kénnen allgemein das kartesische Produkt
Ay x oo x Ay =A{(a1,...,an) | a; € A;, firi € {1,...,n}}

als Menge aller geordneten n-Tupel definieren. Gleichheit fiir geordnete n-
Tupel ist folgendermaflen definiert:

(a1,...,an) = (b1,...,byn) <= a;=0b;, furallei e {1,...,n}.

Fiir eine Menge A schreibt man das kartesische Produkt von n Kopien von A
kurz

A" =Ax...x A.
—_———

n-mal

o Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist definiert als die Menge aller Teil-
mengen von M (A C M, falls (v € A) = (z € M)), d.h. es gilt

AePM)<—= AC M.
Beispiel 8.7.
d-i) {1,2} x {2,4} ={(1,2),(1,4),(2,2),(2,4)}.
d-ii) {-2,0} x {a,N,H} = {(-2,a),(-2,N), (=2, H), (¢,a), (¢,N), (o, H)}.
d-iii) {(z,y) e RxR|224+y=8 A 3z+y="T7}={(-1,10)}
) P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3},{1,2,3}}
e-ii) P(0) = {0}, P(P(0)) = {0, {0}}.

e-1

9 Machtigkeit

Sei M eine Menge. Dann bezeichnet die Machtigkeit (oder Kardinalitat) |M| die
Anzahl der Elemente von M.

Beispiel 9.1.
e [{2,4,1,7,—1}| =5, |{2, Hund, Rakete}| = 3.

¢ |{3,6,Banane,3}| = 3, da Wiederholungen unerheblich sind, also wird 3 nur
einmal gezahlt.

e |}| =0 (die leere Menge ist die einzige Menge mit keinem Element).

'Benannt nach dem franzésichen Mathematiker René Descartes bzw. Renatus Cartesius (1596-
1650).
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a) [{1,Haus, a,Z}| = 4. Wichtig: Obwohl die Menge der ganzen Zahlen Z eine
unendliche Menge ist, z&hlt es hier als ein Element!

o |{1,2} x {2,3} =4, |P({1,2,3})| = 8.

e Fir A, B, Ay,..., A, endliche Mengen gelten die folgenden Rechnenregeln:
a) Falls A C B, dann ist |A| < |B|.

b) |[AUBI|= |A|+ |B|—|ANB|.
c) |[Ax Bl =|A[-]B], |A1x - x Ag| =] |Ail-
i=1

d) [P(4)] =21
(Aus diesem Grund schreibt man die Potenzmenge von A auch 24.)

13



Pradikatenlogik

10 Quantoren

Héufig kommt es vor, dass man Aussagen iiber alle Elemente einer Menge oder die
Existenz eines Elementes mit einer besonderen Eigenschaft betrachen mochte.

Beispiel 10.1.
a) Es gibt Hunde, die bellen und nicht beiflen.

b) Zu jeder positive reellen Zahl existert eine reelle Zahl, sodass das Quadrat der
letzteren die erstere ist.

Um diese Struktur logisch auszudriicken, fithren wir folgende Schreibweisen ein:

Der Allquantor V leitet eine kategorische Aussage ein: Vo “fiir alle x”

Beispiel 10.2. Vz € R “fiir alle z in R” oder “fir jede reelle Zahl x”

Der Existenzquantor 3 leitet eine Existenzaussage ein: dz “es existiert ein x”

Beispiel 10.3. 3z € R “es gibt (mindestens) ein  in R” oder “fiir mindestens eine
reelle Zahl z”

Durch jeden Quantor wird eine neue Variable ins Leben gerufen.

Wenn das Variable eines Pradikats durch einen Quantor festgelegt wird, entsteht
eine fertige Aussage:
Quantor : Pradikat

Aussage
Um das Priadikat von den Quantoren zu trennen, verwendet man einen Doppelpunkt.

o Vx : “fir alle z gilt, (dass)”
o Jdz €R: “es gibt ein x in R, sodass (gilt)”

e dzx e R, x> 0: “es existiert ein positives z in R, sodass”

Mit diesen Konventionen kénnen wir unsere Beispiele sehr knapp schreiben:
Beispiel 10.4. a) 3h € Hunde : h bellt A =(h beifit).

b) Ve e R,z > 03Iy e R:y? = u.

Vorsicht: Die Reihenfolge der Quantoren ist wichtig. In b) ist y offenbar von z
abhangig.

Beispiel 10.5. Die folgende Aussage beschreibt die “Dichtheit” von Q in R:
VieRVyeRz<ydgeQ: z<qg<y.

Beispiel 10.6 (Mengengleichheit). M = N & (Vz: z € M < z € N). (&7
heifit “ist per Definition dquivalent zu”.)

Beispiel 10.7 (Teilmenge). M C N & (Vz: x € M = x € N).
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Manchmal wollen wir ausdriicken, dass es genau ein Element gibt, das ein Pridikat
erfiillt. Daftir definieren wir den Eindeutigkeitsquantor 3!. Sei P(x) ein Pradikat:

dlz: P(x) & (Fz: Px)) AN (Vy,P(y): y=ux).

Beispiel 10.8. 3z c¢ R,z > 0:2%2 =2

11 Negation von Quantoren

Wenn es nicht der Fall ist, dass ein Pradikat P(z) fiir alle z gilt, dann gilt es fiir
mindestens ein x nicht. Man kann also sagen:

-(Vx: P(z)) & 3Jz: —P(x).

Ist es umgekehrt nicht der Fall, dass ein Pradikat P(x) fiir mindestens ein z gilt,
dann gilt es fiir alle « nicht. Man erhélt eine symmetrische Regel:

—(3x: P(z)) & Vz: —P(z).
Beispiel 11.1. Sei P(x) die Aussage “Der Elefant z fliegt”. Dann formulieren wir
die Aussage “Es gibt einen fliegenden Elefanten” als 3z : P(z). Die Negation: “Es

gibt keinen fliegenden Elefanten”, kann man als Va : =P(x) schreiben: “Fiir jeden
Elefant gilt, er fliegt nicht.”

Diese Regel lasst sich leicht auf lingere Ketten von Quantoren ausweiten:

(I eRVzeRz>0: 3? =2)

& WeR: s(VzeRz>0: ¢°>=ux)
& VWeR3IzeRz>0: -(y2 =2)

& WweR3zeRaz>0: ¢ #u

15



Funktionen

12 Definitionen

Definition 12.1. Eine Funktion f : X — Y besteht aus drei Komponenten: die
Definitionsmenge X, die Zielmenge Y und eine Abbildungsvorschrift (oder Zuord-
nungsvorschrift), die jedem Element der Definitionsmenge X genau ein Element der
Zielmenge Y zuordnet.

Die Abbildungsvorschrift erklart, welchem Wert des Arguments der Funktion wel-
cher Funktionswert zugeordnet wird. Das heifit,

Ve e X Ay € Y : yist zu x zugeordnet

diesen Funktionswert y nennen wir f(z).

Bemerkung 12.2. Die Umkehrung gilt nicht: Ein Element y der Zielmenge Y kann
einem, mehreren, und keinem Element der Definitionsmenge X zugeordnet sein.

Beispiel 12.3. i) f : {Spieler von Medi Bayreuth} — N, f(s) = Trikotnummern
des Spielers s.

ii) g : {Personen} — {Berufe}, g(p) = Beruf der Person p; diese ist keine Funktion,
da einige Personen keinen Job haben.

iii) a : {Musiker} — {Instrumente}, a(m) = Instrument, das m spielt; diese ist
keine Funktion, da einige Musiker mehrere Instrumente spielen.

Definition 12.4. Sei f: X — Y eine Funktion.
i) Die Menge G := {(z, f(z)) € X x Y} wird der Graph von f genannt.
ii) Die Bildmenge von f (oder Bild) Bild(f) (oder Im(f)) ist die Menge der tatsiachlich

vorkommenden Funktionswerte:

Bild(f) = {f(z) €Y |z e X} CY

Gy

Beispiel 12.5. Sei f : R — R, f(z) = 2?, dann ist Gy = {(z,2?) € R? |
x € R} der Graph von f und Bild(f) = {2? | z € R} = {z € R,z > 0} ihr
Bild.

Wann sind zwei Funktionen gleich?
Zwei Funktionen sind genau dann gleich, wenn sie die folgende Bedingungen erfiillen

a) gleiche Definitions- und Zielmenge haben
b) auf der ganzen Definitionsmenge die gleichen Werte liefern.

Beispiel 12.6.

i) Die Funktionen f: R — R, f(z) = 22 und g : R — [0, +00), g(z) = 22 sind nicht
gleich, weil die Zielmenge verschieden sind.

ii) Die Funktionen a : {0,1} — {0,1},a(z) = z und b : {0,1} — {0,1},b(z) = 22
sind gleich, tatsdchlich a(0) =0 =b(0) und a(1) =1 = b(1).
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13

Funktionen definieren

Es gibt mehrere Méglichkeiten, um Funktionen zu geben:

a) Mittels eindeutiger Zuordnungsvorschrift (wie oben)

ZB. f:R—=R,f(a) =a+1odera a+1.
Auch Fallunterscheidungen sind iiblich, z.B.

2 firt>0

‘“R_”RJH{ 0 fiirt<0

b) Mittels Wertetabelle f : {1,2,3} — {a,b}

Abbildungen brauchen wohldefinierte Zuordungsvorschriften:

Definition 13.1. Eine Zuordungsvorschrift heiflit wohldefiniert, falls sie auf der
ganzen Definitionsmenge:

- erklért ist und Werte der Zielmenge liefert (Existenz);

- eindeutige Werte liefert (Eindeutigkeit).

c)

Mittels charakteristischer Eigenschaft.

Z.B.i) f:]0,+00) — [0,+00), f(a) = b wobei b € [0, +00) mit a = b?%;
ii) f:[0,4+00) = R, f(a) = b wobei b € R mit a = b%;
iii) f: R — [0, +00), f(a) = b wobei b € [0, +00) mit a = b%.

“In allen drei Fallen muss b die einzige Zahl sein, deren Quadrat a ist”.

b P B2
Moglichkeiten.
In iii) fehlt Existenz: zu a < 0 gibt es kein b.

So ist nur i) wohldefiniert: Es gibt genau eine ein-
zige Moglichkeit fur b: b = /a.

In ii) fehlt Eindeutigkeit: zu a > 0 gibt es zwei Va

Mittels reprdsentantenunabhdngiger Zuordungsvorschrift:

a2

a? + b
Da Q ={%|p€Z,qc Z\{0}}, ist hier implizit § eine beliebige Darstellung

. . 1_2_5
fiir einen Bruch, z.B. 5 = 7 = 3.

Beispiel 13.2. 1) f: Q — Q, % >

f ist wohldefiniert:

Existenz: “Der Wert f (%) muss existieren und in Q sein”. Da a,b € Z sind,
ist a? eine ganze Zahl, und a? + b? ist eine positive (weil b # 0) ganze Zahl,
und danit % € Q.
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a

Eindeutigkeit: “Der Wert f (%) muss von der Darstellung von § unabhéngig

sein”. Seien § = & zwei Darstellungen der gleichen Zahl, so ist

2 2

2 a2 & 2
- st )
b a? + b? %4_1 %4_1 c? 4 d? d)

i)g:Q—Q, %Ha

g ist nicht wohldefiniert, da % = 1% aber g (%) =1#5=g (%); d.h. g ist
keine Funktion.

Komposition (Verkettung/Verkniipfung) von Funktionen.

Definition 13.3. Seien f: A — B, g : C — D Funktionen mit Bild(f) C C, so ist
h:=go f (“g komponiert mit f”, oder “g verknipft f”, oder “g Kringel f”, oder “g
nach f”) die Abbildung h: A — D,z — g(f(x)) .

Beispiel 13.4. Seien f : Z — Z,n — n+3, g : R = R,z — 22, dann gilt
Bild(f) = Z C R, so ist die Komposition h := go f : Z — R wohldefiniert, und
h(s) = g(f(s)) = g(s +3) = (s + 3)°.

14 Trigonometrische Funktionen

Die Funktionen

sin: R — [-1,1], a~ sin(«a) Sinus und
cos: R — [-1,1], a+> cos(«) Kosinus

liefern die Achsenabsténde (Koordinaten) der Punkte des Einheitskreises £ in Ab-
héngigkeit des Winkels a.

(Tas Ya)

E:={(z,y) e R? | 2?2 +¢y* =1}
« ist der Kreis von Radius 1 um 0.

e

-1 COS & 1

sin «

Sei (zq,Ya) € E wie im Bild,
dann (x4, yq) = (cos(a),sin(w)).

Winkel werden iiblicherweise als “Bogenldinge im Einheitskreis” (auch Bogenmaf,
oder Radiant) gemessen. Im Bild ist « die Linge des griinen Kreisbogens. Eine
Umdrehung gegen den Uhrzeigersinn misst 2w, denn der Kreisumfang von F misst

2.
T

1801

Beispiel 14.1. 90f = 7, 180f = 7, —45f = —7% (Minus bedeutet im Uhrzeigersinn),
“2 Umdrehung”= 7201 = 4.

Winkel im Bogenmafl = Winkel im Gradmaf -

18



Rechnenregeln: Seien o, 5 € R, dann:
e Mit dem Satz des Pythagoras sieht man, dass cos(a)? + sin(a)? = 1 gilt.
e Anhand von dem obigen Bild gelten

cos(—a) = cos(a), sin(—a) = —sin(«a)
sin(m —a) = sin(a) cos(m —a) = —cos(a)
sin(a+35) = cos(a) cos(a +35) = —sin(a)

e Die Funktionen Sinus und Kosinus sind 27-periodisch, d.h. sin(a) = sin(«a + 27)
und cos(a) = cos(a + 27).

e Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen:

cos(aw+ ) = cos(a)cos(f) — sin(a) sin(B),
sin(a + 8) = sin(a) cos() + cos(a)sin(fB) .

Graph von Sinus und Kosinus: Spezielle Werte von Sinus und Kosinus:
cos(a) sin(a) z_sin(z) cos(z)
. 0or 0 0 1
2 i S m 30 £ 5 3V3
45¢ T 1V2 0 V2
60F T V3 %
15 Potenzen 90f Z 1 0
Natiirliche Potenzen: zu x € R, n € N, ist
"=z Man sagt “x hoch n”, oder “x zur n-ten Potenz”.
—

n—mal

Rechnenregeln: Seien a,b € N und = € R, dann gelten mit obiger Definition:

1) z- 2b = 2ot
2) (29)b = xob,

Potenzen: Wir mochten, dass diese Rechenregel fiir € (0, +00) und a,b € Q gelten.
Dann miissen die folgenden Eigenschaften gelten:

e 29=1,denn 2° -z = 297! = 2 = 2% = 1 (Wegen z # 0, kann man z kiirzen).

e FlirneN,n >0 ist an = Yx, denn (x%)" =zn = 2.
{/x bezeichnet die einzige positive reelle Zahl, deren n-te Potenz x ist.

e Firm e Nist 7™ = xim, denn

oM =2"=1 L™

und dann kiirzt man ™ # 0.

= Firg=" € Qist 24 =z = Y.

Bemerkung 15.1. Es wurde nicht gezeigt, dass diese Definition immer beide Regeln
erfiillt!

19



Beweise

16 Beweise

Definition 16.1 (Beweis). Eine Aussage ist bewiesen, wenn man eine Reihe von
logischen Schlussfolgerungen angegeben hat, an deren Anfang eine wahre Aussage,
und an deren Ende die zu beweisende Aussage steht.

Beispiel 16.2 (nach Lewis Carroll, Autor von Alice im Wunderland). Wir betrach-
ten die folgenden drei Aussagen:

a) Babys sind unlogisch.
b) Niemand, der verachtet wird, kann mit einem Krokodil umgehen.

c¢) Unlogische Leute werden verachtet.

Sei # € (Leute) und die vier Priadikate seien A(z) = “z ist ein Baby”, B(z) =
“z ist logisch”, C'(z) = “x ist verachtet”, D(z) = “x kann mit einem Krokodil umgehen”.

Jetzt formulieren wir die Aussagen als logischen Ausdruck:

a) x: A(z) = —B(x).
b) x: C(z) = —D(x).

c) z:-B(z) = C(x).
In der richtigen Reihenfolge:

z:A(x) = -B(z) = C(z) = -D(x)

Das heifit: “Babys kénnen nicht mit einem Krokodil umgehen”.

17 Beweistechnike

Beweistechnik: der direkte Beweis Man beginnt mit den Voraussetzungen von A
und leitet aus diesen die zu beweisende Aussage B direkt durch logische Schluss-
folgerungen her: A = S = --- = S, = B. Damit wird die Implikation A = B
bewiesen.

Beispiel 17.1. Zeigen Sie: Vn € Z: 4 teilt n = 2 teilt n.

Beweis. Sein € Z mit 4 teilt n. Es gibt ein m € Z, sodass n = 4-m (nach Definition
b.2)). Also gilt: n =2-2-m =2+ (2-m). Dies zeigt: 2 teilt n. O

Beispiel 17.2. Absolut wichtig ist, dass die Folgerungsrichtung von der wahren
Aussage weggeht!

r=-x| -2
= 2?2 =22 -2
= 0=0

ist kein Beweis fir x = —x.
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Beweistechnik: Kontraposition Diese benutzt die Tautologie:

(A= B) & (-B=-A)

Beispiel 17.3. Sei ¢ € N. Ist ¢° gerade, dann ist auch ¢ gerade.

Wir zeigen die Implikation, indem wir die Kontraposition beweisen:

q ist ungerade = q2 ist ungerade.

Beweis. Sei g € N ungerade.
= dkeN: ¢g=2k—1.
= ¢ =2k—1)? =4k — 4k +1=2-(2k* — 2k) + 1.
= ¢* ungerade.

Beweistechnik: Fallunterscheidung Manchmal ist es hilfreich, den Beweis aufzu-
spalten. Zuerst nehmen wir an, dass eine bestimmte Eigenschaft x € X gilt. Wir
verwenden die Figenschaft, um den Satz zu beweisen. Danach, weisen wir nach, dass
wenn x ¢ X gilt, ist der Satz auch giiltig.

Beispiel 17.4. Sei n € N. n? + n ist gerade.

Beweis.

Fall 1: n ist gerade Es existiert ¥ € N sodass 2k = n und es gilt n?> + n =
(2k)2 + 2k = 2(2k% + k). Also ist n? + n gerade.

Fall 2: n ist ungerade Es existiert & € N sodass 2k — 1 = n und es gilt n?> +n =
(2k — 1)2 + (2k — 1) = 4k? — 2k = 2(2k? — k). Also ist n? + n wieder gerade.
O

Beweistechnik Widerspruchsbeweis Hier nutzt man die Tautologie
A& (WA=F)

wobei F eine immer falsche Aussage bezeichnen soll, das Falsum. Die immer wahre
Aussage ist das Verum W.

Wir setzten im Beweis die Negation der Behauptung voraus und wollen eine falsche
Aussage herleiten.

Beispiel 17.5 (Satz von Euklid — Elemente, Buch IX, Proposition 20). Behauptung:
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen: Es gibt nur endlich viele Primzahlen: pq,...,p, mit n > 1.
Seig:=p1-...-pp+1

=qg>1

= Im e {l,...,n}: py teilt ¢

= pmteilt q—p1-...-pp =1

= pm = 1 nicht prim. Widerspruch! O
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Beweistechnik Existenzbeweis Kommt der Existenzquantor 3 in einer Aussage vor,
reicht es, das gesuchte Objekt zu konstruieren oder wenigstens zu zeigen, dass man
es konstruieren kann. (Manche Beweise sind auch komplett nicht-konstruktiv.)

Beispiel 17.6. (Konstruktiv) Zeigen Sie: Vg € Q In € N: n > gq.

Fiir jedes ¢ € Q muss also ein passendes n konstruiert werden (normalerweise
abhéngig von q).

Beweis. Sei q € Q.

Fall 1: ¢ < 0. Dann kann man n := 0 € N wahlen, da 0 > q.
Fall2: ¢>0 = Ja,beN,b>1: g= 2

b
b-a .
= q<b-q:T:a.Wahlealson::aEN.

O]

Beispiel 17.7. (Nicht Konstruktiv) Das polynom z3 — 3z + 1 besitzt eine Nullstelle
zwischen —1 und 1.

Beweis. Man setze 1 ins Polynom ein, und das Ergebnis ist —1, also < 0. Man setze
—1 ein, und das Ergebnis ist 3, also > 0. Es folgt dass, es eine Nullstelle zwischen
—1 und 1 gibt (Zwischenwertsatz). O

Beweistechnik: vollstandige Induktion Sei A(n) ein Prédikat. Dann gilt
(A(0)AVneN: A(n) = A(n+1)) = Vm e N: A(m).

Beweis. Es gelte A(0) A VneN: A(n) = A(n+1). Sei m € N.

Die Aussage A(1) gilt, da A(0) gilt.

Die Aussage A(2) gilt dann, weil A(1) gilt, usw. Nach endlichen viele Schritten zeigt
man, dass A(m) gilt. O

Ein Induktionsbeweis teilt sich also in zwei Schritte: Der Beweis von “A(0)” heifit
Induktionsanfang (IA) und der Beweis von “vYn € N : A(n) = A(n + 1)” Indukti-
onsschritt (IS).

Bemerkung 17.8. Eine Induktionsbeweis funktioniert wie ein Dominoeffekt: Durch
dem TA bestéatigen wir dass der erste Dominostein féllt, und durch den IS sind wir
dann sicher, dass jeder fallende Dominostein den néchste umstoft. Jeder Domino-
stein der unendlich lang gedachten Kette wird schliefflich irgendwann umfallen.

Beispiel 17.9. Wir beweisen die folgende Formel durch vollstandige Induktion iiber
n:

Firallen e Nyae Rund 1 #r € R es gilt

1— n+1
atar+ar’+-- +ar” = ol =)
1—r
Beweis
IA: (n=0) Die Formel gilt fir n =0da a = a(ll__:) = a. (Hier benutzen wir dass
r#1.)
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IS: (n—1—n)

Dann folgt:

a+ar+---

Wir nehmen an, dass die Formel fiir n — 1 gilt:

a+ar+---+ar"

‘l‘arn:(CL—FCLT—{—H-—i—arnil)—l—arn:

1_ a(l—r")

1—r

a(l—r")+ar™(1—r)

a—ar™+ar™ —ar™

a(l—r™)

+ ar™
1—17r
+1

1—r

1—r

a(l —rmth)

1—r

Satz 17.10 (Der binomische Lehrsatz). Fir a,b € R, n € N gilt

)ak R

Beispiel 17.11.
a+b)=1
a+b)l=a+b

(a+b)”:zn:<

a+b)3 = a3+ 3a%b + 3ab® + b?
a+0b)* = a* + a3b + 6a%b? + 4ab® + b*

Q
+
o
S~—
ot
Il

(
(
(a+0b)? = a®+ 2ab+ V?
(
(
(

k=0

n
k

a’® + 5a*b +10ab? 4 104ab? + 5ab* + b°

1

1
1 3

1 4
) 10

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion tiber n.

IA: (n=0) Zuerst beweisen wir, dass die Gleichung fiir n = 0 gilt:
0
k) ak b7k

Hier nehmen wir an, dass die Gleichung fiir n — 1 gilt, und wir
zeigen, dass sie fiir n gilt. Also gelte

IS: (n—1—n)

Dann folgt:

(a+b)" =

(a+b°=1

( +b)n_1—nz_:l n-1
“ - k

-5

k=1

n—1
= a"+ Z (Z
k=1

0

-3

k=0

k=0

[

n—1

(a+b)-(a+b)" " =(a+b)->_

k=0

n—1

B L Z

-1
-1

)

k=0

n n—1 L _— n—l(n
a®-b =+
(i) 2\

n—1

ak ok 4 Z
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k=1

1

(

>ak i bn—l—k )

("

n—1
k

1) ak . bnflfk

-1
<nk )ak_bnk:

bnfk

>ak R b



O]

Bemerkung 17.12. (Starke vollstandige Induktion) Manchmal reicht allein A(n)
fir A(n + 1) nicht aus und man bené&tigt auch andere vorherige Fille, aber das
Prinzip der vollstédndigen Induktion funktioniert auch mit der folgenden schwécheren
Voraussetzung. Der obige Beweis geht fiir beide Aussagen.

(A0)AVRn e N: (A0) A ... AN A(n)) = A(n+1))=VYm e N: A(m).
Beispiel 17.13. Die Fibonacci-Folge: Sei {F,,} die Fibonacci-Folge, die durch
Fh=F, =1, F,=F, 1+F,, firn>2

fiir alle n € N rekursiv definiert ist.
Sei ® der goldene Schnitt, d.h. die einziege positive reelle Losung der Gleichung

1++5

2
= ]_ (P::
x z—+1, 5

= 1,618033...

Dann

gilt fiir alle n > 0.

Beweis. Wir zeigen die Ungleichung durch starke Vollstandige Induktion.

IA: Da ® > 1, ist die Ungleichung fiir n = 0, 1 trivial:

Fo=1>®? und Fr=1>d&"1.

IS: Jetzt nehmen wir an, dass die Ungleichung fiir 0 < m < n gilt, und wir zeigen
sie fiir n + 1:

1_7‘”+1 — Fn + anl > <I>n_2 + <I>n_3 — <I>n_3(1 + (I)) — q)n—3 . (1)2 — q)n—l
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Gleichungen und Ungleichungen

18 Gleichungen

Eine Gleichung ist ein Pridikat der Form A = B.
Beispiel 18.1.

1+7=2+6 (Gleichung von Zahlen, keine Variable)
{1,2,3} ={3,1,1,2} (Gleichung von Mengen, keine Variable)
{1,2,2} = {1,5,y} (Gleichung von Mengen, Variablen “z” und “y”)
Z=NUX (Gleichung von Mengen, Variable “X7)
S54+x =12 (Gleichung von Zahlen, Variable “x”)
{1,2,z} ={1,3,4} (Gleichung von Mengen, Variable “z”, ohne Losung?)

“ ”

Man kann Gleichungen beliebiger Objekte aufstellen, sofern definiert ist, was “=
bedeuten soll, z.B. Gleichungen von Funktionen, Vektorraumen etc.

18.1 Richtigkeit einer Gleichung

Aussagen iiber die Richtigkeit einer Gleichung legen einen Individuenbereich der
Variablen fest:
Ve € X : A(x) = B(x).

Beispiel 18.2. Behauptung: Vz € R: 22 =1+ (z + 1)(x — 1).

Beweis. (Direktes Nachrechnen) Sei x € R. Es gilt: 1+ (z+1)(x —1) = 1+ 22 -1 =
z2. O

Alternativ:

Beweis. (Direkte Herleitung) Sei € R. Nachdem dritten binomischen Formeln, es
gilt:

P-1=(@+1)(z-1) |+1
=22 =14 (z+1)(z—1)

18.2 Falschheit einer Gleichung
Die Falschheit einer Gleichung ist die Negation der Richtigkeit:
(Ve € X : A(x) = B(z)) <= 3Jr e X:A(z)# B(z).
-(Vz €R: /(x+1)2=2+1) oder dquivalent Jz € R: /(z +1)2# z+ 1.
Beweis. (Existenzbeweis) Fiir —2 € R gilt: /(-2 +1)2=1%# —1=-2+1. O
Alternativ:

Beweis. (Widerspruchsbeweis) Angenommen: Vz € R: /(x +1)2 =2 +1
= /(—2+1)? = -2+ 1, da insbesondere —2 € R.
= 1= —1. Widerspruch! O
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Beispiel 18.3. (Verbesserung) Man kann den Individuenbereich bzw. das Pradikat
dndern, um eine richtige Gleichung zu grunden:

VeeRz>—-1: \/(x+1)2=2z+1 bzw. VzeR: /(x+1)%2=|z+1]

18.3 Losung einer Gleichung

Die Losung einer Gleichung ist die Menge aller Elemente eines Individuenbereichs,
die die Gleichung erfiillen:

{r e X | A(x) = B(x)}

Beispiel 18.4. {r e R | z = /3 — 2x}.
Um diese Losung zu bestimmen, mussen wir

a) eine konkrete Darstellung der Losung finden (hier {1}),

b) beweisen, dass tatséchlich {x € R | x = /3 — 2z} = {1} gilt.
Also, per Definition

Vy: ye{reR|z=vV3-2z} & ye{l}

Wir zeigen die Aquivalenz durch direktes Nachrechnen, d.h. unter Benutzung be-
kannter Aquivalenzumformungen:

Beweis. Sei x € R. Es gilt:

PSRN/ i, P CO G S S VI Rt JU JONE S

= (@+)e-1=04L @+3=0)V (x—1=0)

= @=-3)Vv @=1)< re{31

Nun setzen wir die mogliche Losungen in der Gleichung ein, und priifen ob sie
passen: /3 —2(1) = 1 aber /3 — 2(—3) = 3 # —3. Daher ist —3 keine Losung und
die Losungsmenge ist {1}. O

Bemerkung 18.5. Man muss die Aquivalenz (beide Richtungen) zeigen! Nur eine
reicht nicht, denn beide folgenden Aussagen sind richtig:

VeeR: 2=z = 2¢{0,1,2}, VreR: 2=z < z¢c{0},

aber in diesem Fall ist die Losungsmenge {0, 1}.

Aquivalenz Um eine Aquivalenz zu zeigen verwendet man die folgende Tautologie,
indem man zwei Implikationen, die Hin- und die Riickrichtung zeigt:

(A B) & (A= B)N(A< B)

18.4 Aquivalenzumformungen

Es gibt eine ganze Zahl verschiedener Aquivalenzumformungen, die man zum Losen
von Gleichungen verwenden kann. Im obigen Beweis:

(b) ist eine Gleichungsumformung mit Hilfe einer Funktion.
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(c) ist die Eigenschaft dass, wenn 0 = ab, konnen a und b nicht beide verschieden
von 0 sein.

(d) ist praktisch die Definition der Vereinigungsmenge.

Beispiel 18.6. Sei x € R.

x 1 (z-1)
r—1 r—1 v

aber die Gleichung besitzt keine Losung, da wir durch 0 teilen mussen! Die Umfor-
mung -(z — 1) ist keine Aquivalenz.

Beispiel 18.7. Die Umformung (a) ist keine Aquivalenz, da wir die Funktion (-)?
benutzt haben, und sie ist nicht umkehrbar. Deswegen ist die falsche Losung —3

aufgetaucht.

Wichtig: Eine Gleichungsumformung mit Hilfe einer Funktion ist nur dann eine
Aquivalenzumformung, wenn die Funktion wmkehrbar ist, d.h. wenn es eine andere
Funktion gibt, die

1) die Wirkung der ersten Funktion riickgdngig macht

2) und die fiir alle Félle der Variablen definiert ist.

Beispiel 18.8.
e SeizeQ Esgilt: 2r =2+1 & 2=2 (::2>und<'i)

Seix € Q. Esgilt: 2=12 # 2z =22 (2 aber fiir <= 3 keine Funktion)

L]
[N

( )

Seiz,y € R. Esgilt: x =y 4 22 =4>. aber fiir <= 3 keine Funktion)

Sei z,y € R. Es gilt: |z| = |y| & 2?2 =y> (:2> und é)

2

.2 —/
Sei z,y €R, z,y < 0. Es gilt: z =y < 22 =y (= und <\:/)

19 Ungleichungen

Eine Ungleichung ist ein Pradikat der Form
A<B, A<B, A>B oder A>DB.

Normalerweise sind die hier verwendeten Vergleichsoperatoren nur fiir Zahlerﬂ defi-
niert.

Generell behandelt man Gleichungen und Ungleichungen dhnlich. Es gibt zwei wich-
tige Unterschiede:

*Vorsicht: Nicht fiir alle Zahlen! (z.B. komplexe Zahlen)
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Ungleichungsumkehrende und -erhaltende Aquivalenzumformungen Funk-
tionen, mit denen man Ungleichungen umformen will, miissen entweder streng mo-
noton wachsend (s.m.w.) oder streng monoton fallend (s.m.f.) sein.

Bemerkung 19.1. Eine Funktion f : R — R heifit streng monoton wachsend
(s.m.w.) bzw. streng monoton fallend (s.m.f.) falls es gilt

Ve<y: f(z)< fly) smw. bzw. Ve<y:f(r)> f(y) smf

Beispiel 19.2. “+42” ist sam.w. und damit gilt: z>1 < z+2>3. (unglei-
chungserhaltend)
“.(=2)” ist s.am.f. und damit gilt: = >1 < —2z < —2. (ungleichungsumkehrend)

“.2» jst fiir negative Zahlen s.m.f. und fiir positive Zahlen s.m.w.

a) Firz,y €R, 2,y <0gilt: z <y & 22> y°%
b) Fiir z,y € R, z,y >0 gilt: z <y & 22 < y?.

¢) Firz,y e R, 2 <0, y > 0 ldsst sich aus x < y nichts fiir die Quadrate
folgern.

Beispiel 19.3. Wir bestimmen die Losungsmenge der Ungleichung L_i <2x—-1
wobei x € R. v
Es gibt drei Falle:

a) (z = —1): Ungleichung nicht definiert.

b) (z>-1): 21t <2182 - 1< (20 - )z +1) & 0< 2’ &2 > 1.
o) (x< 12t <20 1852 1> (20 - 1)(a+1) & 0> 227 & keine
Losung in R.

Es folgt dass die Losungsmenge {x € R | x > —1} ist.

Beispiel 19.4. Sei x € R. Durch Aquivalenzumformungen bestimmen wir die
Losung der Ungleichung |z — 1] < 2:
lz—1|<2<= (r-1>0Az-1<2)V(z—-1<0A—-(z—-1)<?2)
— 0<zx-1<2)V(-2<x-1<0)
= 2<r-1<2= -1<x<3

Abschitzungen Das sind nichtdquivalente Umformungen zum Beweisen der Rich-
tigkeit einer Ungleichung:

e Sei x,y € R. Es gilt: z > y 2 g + 1 > y. (VergroBerung der grofieren

Seite)

2
e Sei z,y € R. Es gilt: > y? 220 2 >0, (Verkleinerung der kleineren Seite)

Es gibt beim Thema Abschéitzen viele Tricks und bekannte Ungleichungen, die oft
verwendet werden, z.B. die Dreiecksungleichung;:

Vr,y € R: [z 4yl < 2|+ [y].
Beispiel 19.5. Sei x € R. Es gilt: < Va2 < /1 + 22.
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Relationen

20 Motivationen

Viele Objekte haben verschiedene Darstellungen:

Beispiel 20.1 (Rationale Zahlen). Jede rationale Zahl hat verschiedene Darstellun-
m 4 8 -4 16
der Fi —, mit Z 4B o =—=—=—
gen der Form —, mi m,n € Z,n#0 F=10- 25— 20
Beispiel 20.2. Sei E := {(r,y) € R? | 22 + y* = 1} der Kreis von Radius 1 um 0.
Jeder Punkt (z4,%4) = (cosa,sina) ist durch den Winkel @ € R gegeben aber

verschiedene Winkel stellen den selben Punkt dar (Siehe Abschnitt [14)).
Z.B. § und § + 27 liefern den Punkt (0,1) € E.
L.A. liefern alle Winkel a + 2k, k € Z den selben Punkt: (cosa,sina) € E.

Beispiel 20.3 (Uhrzeit). 2 Uhr nachmittag und 14 Uhr stellen den gleichen Zeit-
punkt dar.

Also stellen verschiedene Werte oft das selbe Objekt dar. Wir méchten dann diese
verschiedenen Werte als “gleich” betrachten.

Dafiir braucht man die “Aquivalenzrelationen”. Was sind diese?

Um diese zu erkldren, definieren wir zuerst den Begriff “Relation”, und dann bespre-
chen wir die gewiinschte Eigenschaften von Relationen.

21 Definition und Beispiele

Definition 21.1. Eine Relation R auf einer Menge X ist ein Pradikat P(u,v),
dass von zwei Variablen u,v aus der Menge X abhéngt.

Die Relation R hingt dann von zwei Variablen aus der Menge X ab, und kann erfiillt
(“wahr”) oder nicht erfiillt (“falsch”) sein.

Erfiillen a,b € X die Relation R, d.h. die Aussage P(a,b) ist wahr, schreibt man
a R b, andernfalls (die Aussage P(a,b) ist falsch) schreibt man a R b.

Beispiel 21.2. Jedes Zeichen “<”, “<” “="“>” “>” ist eine Relation auf R:
z.B. R ist die Relation P(a,b) = “a < b”.

Vorsicht: Die Reihenfolge der Variabeln ist wichtig. P(1,2) = “1 < 2” ist wahr, aber
P(2,1) = “2 < 17 ist falsch!

Beispiel 21.3. Auf X =N =1{0,1,2,...} sei R die Relation:
P(z,y) = “x ist ein Teiler von y”,

also P(z,y) ist genau dann wahr, wenn ein z € N existiert, mit y = z - x.
Dann z.B.

2R6, 2R5, 6R2, 3RO, OR7, ORO, 3R9.
Vorsicht: Hier ist nur die Frxistenz eines solchen z € N zu beriicksichtigen, nicht

den Wert von % Insbesondere ist 0 R 0, da z.B. 0 = 2 - 0, obwohl der Wert % nicht
definiert ist.
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R heifit Teilbarkeitsrelation, und normalerweise schreibt man dafiir “|”, d.h.
216, 215, 3]9.

Beispiel 21.4. Auf der Menge X = Z sei R = “=,,” fiir n € N die Relation definiert
durch das Préadikat

P(a,b) = “(b—a) ist durch n teilbar”

AkEZ s.d. b—a=kn

Diese Relation heifit Kongruenz modulo n, und man schreibt: a =, b
oder oft a = b mod n (gesprochen “a und b sind kongruent modulo n”).

Z.B. 0=24, 16=51, 2#8 mod 4.

Die Kongruenz modulo 12 (=12) benutzt man jeden Tag beim Rechnen mit Uhrzei-
ten, 14 =12 2.

22 Eigenschaften

Sei R eine Relation auf einer Menge X, dann kann R die folgenden Eigenschaften
erfiillen:

a) R heifit reflexiv, falls Va € X : a R a.

b) R heifit symmetrisch, falls Va,b€ X :a Rb< b R a.

¢) R heiit antisymmetrisch, falls Va,b € X :a RbAbRa = a=0b.
d) R heifit transitiv, falls Va,b,c€ X :a RbAbRc = a Rec.

Vorischt: antisymmetrisch ist nicht die Negation von symmetrisch! Es gibt tatséchlich
Relationen, die sowohl symmetrisch als auch antisymmetrisch sind!

Beispiel 22.1.

R reflexiv | symmetrisch | antisymmetrisch | transitiv
“teilt” X X X
< X X X
=, X X X

- Die Relation “teilt” ist:
o reflexiv:i Va e Ngilt a | a, weila=1"-a.
o nicht symmetrisch: z.B. 1 | 2 aber 21 1.
o antisymmetrisch: Va,b € X : (a | b) A (b|a) = a = b (Ubungsblatt 5).

o transitiv: (a |[b) A(b|c) = 3Im,neNsodass,a-m=>bund b-n=c.
Daraus folgt ¢ = (a-m)-n=a-(m-n) = a|c.

- Die Relation “Kongruenz modulo n” ist:
o reflexiv: Va € Z gilt a —a =0 n.
o symmetrisch: a=,b&b—a=k-nsa—-b=(-k)-n<b=,a, mit k € Z.
e nicht antisymmetrisch: z.B. 1 =5 3 und 3 =2 1, aber 1 # 3.

e transitiv: seien a,b,c € Z mit a =, bund b =, c.
So existieren z,y € Z,s.d. b—a=x-nund c—b=1y-n.
Daraus folgt c—a=c—b+b—a=z-n+y-n=(x+vy) - n= c=,a.
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23 Aquivalenzrelationen

Definition 23.1. Eine reflexive, symmetrische, transitive Relation “~” auf der Men-
ge X heifit Aquivalenzrelation auf X.

“— "
=n -

Beispiel 23.2. Gleich sein: “=". Kongruenz modulo n:

Aquivalenzrelationen sind eine Verallgemeinerung der Gleichheit.

Definition 23.3. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so bezeichnet zu a € X
[a] ={be X |b~a}

die Aquivalenzklasse von a.
Ein Element einer Aquivalenzklasse wird Vertreter oder Reprasentant genannt.

Beispiel 23.4 (Kongruenz modulo 3).
0] = {...,—6,-3,0,3,6,...}
] = {..,-5-21,47,...}
2] = {...,—4,-1,2,5,8,...}

3 ist ein Vertreter von [0] und 7 von [1].

Definition 23.5. Eine Menge P von nicht-leeren Teilmengen einer Menge X heifit
Partition, falls fiir jedes x € X genau ein A € P existiert mit x € A.
M.a.W. Eine Menge P = {P,;};c; mit ) # P, C X i € I, ist eine Partition, falls

UPi:X und P,NP; =0, firi#j.
i€l

Beispiel 23.6. Sei X :={1,2,3,4,5,6}, dann ist
P ={{1,2,6},{3},{4,5}}
eine Partition von X, aber
P ={{1,2},{3},{4,5}} und P' = {{1,2,3},{3,6}, {4,5}}
sind keine Partitionen von X, weil 6 ¢ ({1,2}U{3}U{4,5}) bzw. {1,2,3}N{3,6} # 0.

Satz 23.7. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X, dann:
a) YVa€ X :a € [a

b) Va,be X :a~b<[a] = [b].
¢) Die Menge {[a] | a € X} aller Aquivalenzklassen ist eine Partition von X.

Bewess.

a) Sei a € X, ~ ist reflexiv < a ~ a. Daraus folgt a € [a].

b) Seien a,b € X.
=] Seicefa) ©c~a <(%)> c~ b ce b, also [a] = [b]. Die Aquivalenz (x)

gilt aufgrund der Transitivitdt von ~.
<] Sei [a] = [b], dann gilt a € [b]: a ~ b.
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c) Seiae X e [a].

Angenommen a € [b] Tal)) [a] = [b], d.h. @ ist in genau einer Aquivalenzklasse

enthalten.

O]

Definition 23.8. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M.
Die Menge M/~ :={[a] | a € M} heifit Quotientmenge.

Beispiel 23.9. Die Kongruenz modulo 3 hat genau drei Aquivalenzklassen und
Z/=3 = 2/32 = {[0], [1], [2]} -
Analog Z/nZ = {[0],[1],...,[n — 1]} fur jedes n € N,n > 0.

Beispiel 23.10 (Rationale Zahlen). Sei M die Menge {(a,b) € Z x Z | b # 0}. Auf
M sei die Relation ~ gegeben:

(a,b) ~ (¢,d) <= a-d=b-c.
Diese Relation ist
o reflexiv, weil a-b=b-a, also (a,b) ~ (a,b) fir alle (a,b) € M.

o symmetrisch, weila-d =b-c < c-b=d-a, also (a,b) ~ (¢,d) & (¢,d) ~ (a,b)
fir alle (a,b), (¢,d) € M.

o transitiv: (a,b) ~ (¢,d) und (¢,d) ~ (e, f) <= a-d=b-cund c- f =d-e.
Wegen f # 0 und d # 0 haben wir

(a-d)y-f=0b-¢c)-f=b-(c-f)=b-d-e=a-f=b-e,
d.h. (a,b) ~ (e, f).

Also ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, und die Quotientmenge M/ ~
entspricht der Menge der rationalen Zahlen Q: (a,b) = %, tatsichlich gilt

%:§<:>a-d:b-c<:>(a,b)fv(€,d)~

Bemerkung 23.11. Sei P = {P;};ecr eine Partition der Menge X . Die Relation

aRb L Sicrl:abePp

ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 23.12. Die Partition P := {{1,2,6}, {3},{4,5}} von X :={1,2,3,4,5,6}
liefert die Aquivalenzrelation R, die graphisch in der folgenden Tabelle dargestellt
werden kann:

1 2 3 4 5 6
1|1x x b
2| x x X
3 X Wir stellen ein Kreuz ins Késtchen (a,b)
4 X X genau dann, wenn a R b gilt, also wenn a
5 X X und b zur selben A € P gehoren.
6|x x x ZB.1R2,2R1,2RA4.
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24 Ordnungsrelationen

Wie gesehen, sind die Aquivalenzrelationen eine Verallgemeinerung der Gleichheit.

Genauso sind die Ordnungsrelationen eine Verallgemeinerung von <.

Definition 24.1. Eine reflexive, antisymmetrische, transitive Relation R auf der
Menge X heifit Halbordnung auf X (oder partielle Ordnung).

Zwei Elemente a,b € X heiflen vergleichbar, falls a R b oder b R a.
Falls je zwei Elementen vergleichbar sind, heiffit R Totalordnung.

Beispiel 24.2. Die Relation “teilt” ist eine Halbordnung auf Z, da 2 und 3 nicht
vergleichbar sind: 243 und 3 1 2.

Beispiel 24.3. < ist eine Totalordnung auf R (Beweisen Sie es!)
Beispiel 24.4. Sei M eine Menge, X = P(M) und auf X betrachte die Inklusion
ARB<+<= ACB
o Reflexivitét: ja: A C A, fur alle A C M .
o Antisymmetrie: ja: AC BABC A= A= B, furalle A,BC M.

o Transitivitat: ja: ACBABCC — ACC, firalle A,B,C C M.
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Funktionen-I11

25 Definitionen

Wir wiederholen die Definition von Funktion/Abbildung (siche Definition [12.1)).

Definition 25.1. Eine Funktion f : X — Y besteht aus drei Komponenten: die
Definitionsmenge X, die Zielmenge Y und eine Abbildungsvorschrift (oder Zuord-
nungsvorschrift), die jedem Element der Definitionsmenge X genau ein Element der
Zielmenge Y zuordnet.

Die Abbildungsvorschrift erklért, welchem Wert des Arguments der Funktion wel-
cher Funktionswert zugeordnet wird.

26 Sonderfunktionen

a) idyg : A — A,z z ist die ldentitat auf der Menge A.

b) i: A— B,z +— zx ist fir A C B die Inklusionsabbildung (oder nur Inklusion)
von A in B. Man schreibt A — B.

c¢) Die Einschrankung einer Funktion f : B — C auf einem kleineren Definiti-
onsbereich A C B ist die Funktion: fi4 := foi: A — C, wobei i wie in b) ist.
ZB. f:R = R,b— b% soist fiz Z =R, b b? die Einschrinkung von f
auf Z.

27 Eigenschaften von Funktionen

Definition 27.1. Sei f: X — Y eine Funktion.

a) f heiit injektiv, falls Vz1, 29 € X gilt: f(x1) = f(z2) = 21 = x2.
“Auf jedes Element der Zielmenge wird hdochstens ein Element abgebildet.”

b) f heifit surjektiv, falls Vy € Y 32 € X mit f(z) = y.
“Auf jedes Element der Zielmenge wird mindestens ein Element abgebildet.”

c¢) Ist f injektiv and surjektiv, so heifit f bijektiv.
“Auf jedes Element der Zielmenge wird genau ein Element abgebildet.”

Beispiel 27.2.  a) f: N — N,z — x + 1 ist injektiv, denn sind x1,22 € N mit
f(x1) = f(x2) : 1+ 1 = 29 + 1 dann x1 = x9. f ist nicht surjektiv, weil es
kein x € N gibt, mit f(z) =0 € N.

b) Die Abbildung a : Person — N, a(p)= Alter der Person p; ist weder surjektiv,
da niemand 1000 Jahre alt ist, noch injektiv, da es mehrere Personen gibt, die
z.B. 33 Jahre alt sind.

c) g: R — [0,+00), — x? ist nicht injektiv, da z.B. g(—2) = 4 = g(2), aber g
ist surjektiv: sei y € [0, +00), dann ist g(,/y) = y-
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d) h := g|o,400) ist surjektiv (wie oben) und injektiv: sind x1,z2 € [0, +00) mit

g(z1) = g(x2) : 22 = 23 dann x1 = 9, weil 21,22 > 0.

Bemerkung 27.3. Sei f : R — R. Die Injektivitit (bzw. Surjektivitdt, bzw. Bijekti-
vitdt) von f kann anhand von dem Graph von f gelesen werden.

i) Die Funktion f ist genau dann injektiv, wenn jede waagrechte Gerade den
Graph von f hdchstens einmal schneidet.

s) Die Funktion f ist genau dann surjektiv, wenn jede waagrechte Gerade den
Graph von f mindestens einmal schneidet.

b) Die Funktion f ist genau dann bijektiv, wenn jede waagrechte Gerade den
Graph von f genau einmal schneidet.

28 Bijektive Abbildungen

Definition 28.1. Sei f : X — Y eine bijektive Funktion.

Jedes y € Y hat dann genau ein Urbild, d.h. 3!z € X mit f(z) =y.
Damit gibt es eine Umkehrfunktion (oder inverse Funktion): (“f invers”)
f~1:Y = Xy~ (Urbild von y).

Es gilt fo f~' =idy und f~'o f =idy.

28.1 Beispiel: Logarithmen

Seibe R, b> 0. Sei

Der Graph von fj, ist

fo(2), b>1 fo(2),b=1

/

fr(2),0<b< 1

Firbe R, b >0, b # 1 ist f; bijektiv, dann gibt es eine Umkehrfunktion
fb_1 :(0,4+00) > R,
die Logarithmusfunktion zur Basis b. Sei x € (0,00), y € R, dann

@) =y <= fily) =z, d.h. logy(z) =y <=0 ==.
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Definition 28.2. y heifit der Logarithmus der positiven reellen Zahl z zur Basis b,
und man schreibt y = logy ().

Bemerkung 28.3. Direkt aus der Definition folgen die Gleichungen:

z = b8 = Jog, (b7).

Satz 28.4 (Rechenregeln fiir Logarithmen).
Seien b,c,x,y € Rsg, b# 1, c# 1 und k € R, dann gelten

1. logy(x) + log(y) = logy(x - y);
2. logy(z*) = k - logy(2);

3. Basiswechsel: logy(r) =

Beweis. (von 1.; Der Beweis von 2. und 3. ist analog.)

logy(z) =p dh. W=z
logy(y) = ¢ dh. b=y Daraus folgt: pPre — pP . p9 = p°
logy(x-y)=s dh bV =ux-y

Also gilt s = p+ ¢, d.h. logy(z - y) = logy(x) + logy(v). O

Die Funktion logy : (0,400) — R hat dann den Graph:

logy(z), b > 1 logy(z), 0 <b <1
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28.2 Permutationen

Definition 28.5. Eine bijektive Funktion o : X — X einer (endlichen) Menge auf
sich selbst nennt man Permutation.

Permutationen kann man durch Wertetabellen angeben.

Beispiel 28.6. Alle Permutationen auf der Menge X = {1, 2,3} sind:

(123 (123 (123
=1 23) 27\ \132) PT\l213)"

(123 (123 (123
“=\l23 1) P7{312) T\321])"

Satz 28.7. Sei X := {x1,...,z,} eine Menge mit n Elemente.

N DN

Auf X gibt es genau n! Permutationen.

Beweis. Es reicht die injektiven Abbildungen zu zéhlen, denn ist o : X — X injek-
tiv, so sind alle n Bildern o(z1),...,0(x,) verschieden, und deswegen sind alle n
Elemente von X im Bild Im(o). Damit ist o auch surjektiv, und damit bijektiv.
Sei 0 : X — X injektiv, dann gibt es fiir o(z1) genau n Moglichkeiten. Aufgrund
der Injektivitat gibt es: fiir o(z2) genau (n— 1) Moglichkeiten (o(z1) # o(x2)), dann
fiir o(z3) genau (n — 2) Moglichkeiten (o (1) # o(x3) # o(x2)), und so weiter.
Insgesamt gibt es n- (n — 1) - (n — 2)--- 1 = n! Moglichkeiten fiir o. O

Bemerkung 28.8. Im Beweis wurde gezeigt, dass jede injektive Abbildung auf einer
endlichen Menge automatisch surjektiv ist, und damit bijektiv.

Analog ist eine surjektive Abbildung auf einer endlichen Menge automatisch injektiv,
und damit bijektiv. (Beweisen Sie es!)

Eine praktische Kurzschrift ist die Zykelschreibweise:

. (1 23 4567 B )
Seld—(2 4675 3 1)aufderMengeX—{1,2,3,4,5,6,7}.

—  0=(1,2,4,7)(3,6)(5).

o besteht aus dem Zykel (1,2,4,7) der Lénge 4, dem Zykel (3,6) der Lange 2, dem
Zykel (5) der Lange 1.
Zykel der Lénge 1 heiflen auch Fixpunkte und kénnen in der Schreibweise weggelas-

sen werden:

—  0=(1,2,4,7)(3,6) = (3,6)(2,4,7,1).
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29 Mengenweises Anwenden von Funktionen

Sei f: X = Y eine Funktion. Um f auf mehrere Elemente gleichzeitig anzuwenden,
definiert man fir A C X das mengenweise Bild f(A) := {f(z) |z € A} C Y.

Ist B C Y, so definiert man das mengenweise Urbild von B als die Menge f~!(B) :=
{r € X | f(x) € B} C X. Wenn B auf einen einzigen Element b besteht (d.h.
B = {b}), schreibt man einfach f~1(b) := {x € X | f(x) = b}.

Achtung: Dies ist auch definiert, wenn es keine inverse Funktion gibt!

Falls es f bijektiv ist, also falls es eine Umkehrfunktion gibt, ist dies das mengenweise
Bild der inversen Funktion.

Beispiel 29.1. a) Sei f: {1,2,3,4,5} — {a,b,c,d, e} durch die folgende Werteta-
belle gegeben:

z |1 23 45
f@)[a a ¢ d ¢
Dann
° f({17273}):{a7c} o fT (CL { }
f(4) - {d} o /T ({a C}) - {17273 5}
. f(0)=0 o L)Y =0

Beispiel 29.2. Sei g: R — R, g(x) = 22 — 1. Dann

g({_17 L, _3}) = {078} ° 9_1(4) = {_\/5> \/5}
* g(]172[) :]073[ ° g_l(] - 273[) :] -2, 2[
« 9(]—3,4) =[-1,15] « 971(0,3) =] - 2, —1[U]1, 2[
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Komplexe Zahlen

“Das Unmogliche zu schaffen, gelingt einem nur, wenn man es fiir méglich
befindet.“ — der verriickte Hutmacher, Alice im Wunderland

30 Komplexe Zahlen

Problem: Viele Polynomgleichungen haben in R keine Loésung, z.B. 22 + 1 = 0,
2
x4 = —1.

Eine Idee: Angenommen “i” ist eine “Zahl” mit i = —1, kann man damit sinnvoll
Mathematik betreiben?

Komplexe Zahlen haben die Form z = a + ib, wobei a und b reelle Zahlen sind, und
i die imaginare Einheit ist: i = —1. Die Menge der komplexe Zahlen ist

C:={x+iy|z,y € R}.
Definition 30.1. Sei z := a + ib eine komplexe Zahl.

R(z) := a heiit der Realteil von z und 3(z) := b heifit der Imaginarteil von z.

Die komplexe Zahl z := a — ib heifit die zu z komplex konjugierte Zahl (oder das
Konjugierte).

Bemerkung 30.2. Seien z,w € C: z = w < R(z) = R(w) und J(z) = I(w) .
31 Komplexe Zahlenebene

Man kann R(z) und J(z) als Koordinaten in der Ebene interpretieren: Komplexe
ebene. (Idee vom Argand, Gau$.)

R
w=142i
z=3+1 Das komplex konjugierte z := a — ib entsteht
durch Spiegelung an der x-Achse.
R
u=+1-—1i z=3—-1

31.1 Polarkoordinaten

z=1+2i
Sei z := a + ib € C. Der Betrag von z ist |z| der Abstand zum

Ursprung.

agoras : z| - sin(¢
B VR(2)2 4 S(2)2 = Va2 + b2 ! 1 - ein(d)
S Lormel . J(a +ib)(a —ib) = Vz -2 > 0 Y o

Al

-

und |Z|:0<:>Z:0. |Z|-COS(19)

ZB. |zl =vV1+22 =15
und 0 = arg(z)
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Das Argument von z # 0 ist arg(z) der Winkel zur x-Achse.
(Meist fordert man arg(z) €] — m, 7], aber das ist eine Konventionssache.)

Damit ist z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))).

Beispiel 31.1. Sei z = 1+1, dann ist |2| = /1 + 1 = v/2, und arg(z) = Z (Winkel-
halbierende):

5 /2
z:\/§<cos;r+isinz> :\/§<\2[+i\2[> — 144,

32 Rechnen mit der komplexen Zahlen C

32.1 Addition/Subtraktion

Bei der Addition werden komplexe Zahlen komponentenweise addiert (genauso bei
der Subtraktion):
(a+1ib) + (c+1id) = (a+¢) +i(b+d).

ZB. (2+3)4+(1—-2)=(2+1)+i(3-2) =3 +1i. \

(2+3)—(1-2)=(2-1)+i(34+2) =1+5i
1—2i /’

7/
/

’

Der Betrag erfiillt die Dreiecksungleichung: fiir alle z,w € C gilt |z + w| < |z] + |w|.

32.2 Multiplikation
Zur Multiplikation verwende i = —1:

(a+1ib)-(c+id)=a-c+a-id+ib-c+ ib-id = (ac—bd)+i(ad + bc).
i2bd=—bd

ZB.(2+3i)-(1—-2))=2—-4i+3i—6i2=2—-i+6=8—1.

Es folgt direkt aus dieser Definition, dass |z| - jw| = |z - w]| fir alle z,w € C gilt.

32.3 Division

Zur Division benutze die 3. binomische Formel: (x + y) - (v — y) = 22 + %

a+ib  (a+1ib)(c—id)  (ac+ bd) +i(bc — ad)

c+id  (c+id)(c—id) 2+ 2 , fir c+id #0.
15 (B - G0 et n gy
Bemerkung 32.1.
Z;Z =R()  und z;f _ a2

Man sieht, dass die Ergebnisse der Grundrechenarten sich immer auf die Form x +iy
bringen lassen.
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32.4 Natiirliche Wurzeln

Sei w € C und sei n € N\ {0}, die natiirlichen Wurzeln von w sind Zahlen z € C
mit z" = w. Diese lassen sich iiber Gleichungssysteme bestimmen.

Beispiel 32.2. Gesucht z mit 22 =1i. Sei 2 = a + ib, a,b € R, dann

2=i < i=(a+1b)? = (a® — b?) +i(2ab)
< (a—>b)(a+b)=0A2abi=1i
a=bA2a®=1 oder
a=—bA2a%®=—1 nicht moglich, da a € R
a= Y2 oder
= a—b/\<a:_2\/5
V2 V2
= <2+ s

33 Komplexe Exponentialfunktion - Eulersche Formel

In Analysis 1 wird man sehen: Die einzige Art und Weise, die Exponentialfunktion
exp : z — e® auf komplexe Zahlen zu erweitern. Insbesondere gelten die folgenden
Rechenregeln:

z

a) e*-e¥ = e* fiir alle z,w € C;

b) (e*)" =" fir alle z € C, n € Z;
c) e =1, und e* # 0 fiir alle z € C;

d) (EBulersche Formel) €* = cos(x) + isin(z) fiir alle x € R.
Hierbei ist e die Eulersche Zahl (e ~ 2,71828..., e ¢ Q).

Bemerkung 33.1. Die Zahl e ist eine transzendente Zahl.

Eine reelle Zahl ¢ heifit transzendent, wenn kein Polynom p(x) = apz™ +---+ajx +
agp (ag,...,an € Z,a, # 0) existiert mit p(t) = 0, also ist sie nicht Nullstelle eines
Polynom (vom Nullpolynom verschiedenen) mit ganzzahligen Koeffizienten.

Fiir eine komplexe Zahl z # 0 gilt dann z = |z| - el?8(2),

Das liefert die geometrische Interpretation der Multiplikation von zwei komplexen
Zahlen. Multipliziert man zwei Zahlen, so erhélt man

i(arg(z1-22)) iarg(z1) iarg(z2) i(arg(z1)+arg(22))

|21 29| € =z1-29 = |z1]-€ “|zo] - e = |z1]- |22 €
Komplexe Multiplikation bedeutet also, dass die Betriage multipliziert werden und

die Winkel addiert werden.
Beispiel 33.2.
—2+2i 2i
Algebraisch: (1 +1) - 2i = 2i + 2i? = —2 + 2i.
1+i Geometrisch (141i) 2 = 26722 =
2v/2- e(iH5) = 2\/3(— Y2 +i¥2) = —2 1 2i.
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33.1 Trigonometrische Anwendungen
Satz 33.3. Seien a,b € R, dann gelten:
cos(a+b) = cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b),
sin(a +b) = sin(a)cos(b) + cos(a) sin(b) .
Beweis. Nach der Eulerschen Formel bekommt man Va,b € R:
@) — cos(a+b) +isin(a + b)

e e = (cos(a)+isin(a)) - (cos(b) + isin(b))
= cos(a)cos(b) + isin(a) cos(b) + icos(a)sin(b) — sin(a) sin(b)

Aus der Gleichung el(®t?) = ¢i@ . ¢ folgen die gewiinschten Gleichungen:
cos(a + b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b), sin(a + b) = sin(a) cos(b) 4 cos(a) sin(b) .
O

Mithilfe der eulerschen Formel kann man auch spezielle Werte von Sinus und Kosinus
berechnen.

Beispiel 33.4. sin(%) und cos(}).

Sei z = €ld = a+ib = cos(7) +isin(%).

Ansatz: Potenziere diese Gleichung, bis man auf einer bekannten Wert stof8t. Hier
sind cos(5) = 0 und sin(5) = 1 bekannt.

Z°=e2 = cos +isin|{ =) = =i
2
+

Aus dem Beispiel [32.2[ wissen wir, dass z = + (

5
5\&

) ist. Da cos(7) positiv ist,

bekommt man
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Maichtigkeit und Abzihlbarkeit

34 Maichtigkeit

Sei M eine Menge. Dann bezeichnet die Machtigkeit (oder Kardinalitat) |M| die
Anzahl der Elemente von M.

Beispiel 34.1.
e |{2,4,1,7,—1}| =5, |{2, Hund, Rakete}| = 3.

e |{3,6,Banane, 3}| = 3, da Wiederholungen unerheblich sind, also wird 3 nur
einmal gezéahlt.

e |)| =0 (die leere Menge ist die einzige Menge mit keinem Element).

a) |{1,Haus, a,Z}| = 4. Wichtig: Obwohl die Menge der ganzen Zahlen Z eine
unendliche Menge ist, zdhlt es hier als ein Element!

o |{1,2} x{2,3}| =4, |P({1,2,3})] =8.

Satz 34.2 (Rechnenregeln). Seien A, B, Ay, ..., A, endliche Mengen und m € N,
m > 0. Dann

a) Falls A C B, dann ist |A| < |B].

b) |[AUB|= |A|+ |B| —|ANB].
¢) |Ax Bl =[A]-[Bl, |A1x--x A =[[IAl, A" =A™,
i=1
d) [P(A)] =2M1.
(Aus diesem Grund schreibt man die Potenzmenge von A auch 24.)

Beweis. a) Da A eine Teilmenge von B ist, sind alle Elemente von A ebenfalls
Elemente von B, also gilt |A| < |B|.

b) Die Menge A U B besteht aus Elementen von A oder B. Also hat sie hochstens
|A| 4+ |B| Elemente.

Die Elemente, die sowohl in A als auch in B enthalten sind, wurden doppelt gezihlt,
also wird die Zahl |A| + |B| durch die Subtraktion von |A N B| korrigiert.

c) Die Menge A x B besteht aus allen Paaren (a,b) mit a € A und b € B. Da
es |A| Moglichkeiten fiir @ und |B| Moglichkeiten fiir b gibt, hat die Menge A x B
Kardinalitdt |A| - | B].

d) Wir zeigen die Aussage durch vollstindige Induktion. Die Aussage léasst sich
folgendermaflen umformulieren:

Vn € N: (VA endliche Menge, |A|=n: [P(4)|=2").

IA: (n = 0) Zuerst beweisen wir, dass die Gleichung fiir A gilt, wobei A eine
Menge mit |A| = 0 ist.
Sei A eine Menge mit |A| = 0, also A = (). Dann P(A) = {0} und so

P(A)] =1=20=2M
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IS: (n - n+1) Hier nehmen wir an, dass die Gleichung fiir |A| = n gilt, und wir
zeigen, dass sie fir |A| = n + 1 gilt.
Also gelte |P(B’)| = 2™ fiir jede Menge B’ mit |B’| = n, und sei B eine Menge mit
|B| = n + 1. Wir miissen zeigen, dass |P(B)| = 2"+
Sei x € B und B’ := B\ {z}. Es gilt dann |B’| = n, und damit |P(B’)| = 2". Sei
nun M € P(B):

Fall 1: x ¢ M, dann M € P(B’).

Fall 2: x € M, dann M’ := M \ {z} € P(B’), also M = M' U {z}.
Daraus folgt, dass
P(B) CP(BYU{M' U{x} | M € P(B)}.
Da “27” auch gilt, bekommen wir
P(B)=PBYu{M' u{z} | M € P(B)}.
Die zwei rechten Mengen sind disjunkt, dann
[P(B)] = [P(B)|+|{M U{z} | M €P(B)}
= [P(B)|+[P(B)|=2"+2"=2.2" = 2"+

35 Abziahlbarkeit

Definition 35.1. Zwei Mengen X, Y heiflen gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: X — Y gibt.

Definition 35.2. Eine Menge M heif3t abzahlbar unendlich, wenn es eine bijektive
Abbildung f : N — M gibt.

Eine unendliche Menge die nicht abzéhlbar unendlich ist, heiflt iiberabzahlbar.

Eine Menge ist also iberabzéhlbar, wenn ihre Kardinalitat grofler als die von N ist.

Beispiel 35.3.
- X ={1,2,3} und Y = {a, b, ¢} sind gleichméchtig, z.B.

- Jede unendliche Teilmenge von N ist abzdhlbar unendlich.

Z.B.die Menge der positiven gerade Zahlen G := {0,2,4,6, ...} ist abzdhlbar unend-

lich: g : N = G,n +— 2n ist bijektiv.

z [0 1 2 3 45

- Die Menge Z der der ganzen Zahlen ist abzéhlbar unendlich: @) ‘ 0 1 1 2 2 3

- Die Menge Q der rationellen Zahlen ist abzéhlbar unendlich (Cantors erstes Dia-
gonalargument).

- Die Menge R der reellen Zahlen ist iiberabzahlbar (Cantors zweites Diagonalargu-
ment).

Satz 35.4. Scien A,B,A:,..., A, abzihlbar unendliche Mengen. Dann sind die
Mengen
AUB, AxB, A x---xA,, A™ (meN,m>0)

ebenfalls abzdhlbar unendlich.
Dagegen ist die Menge P(A) iberabzihlbar.

Beispiel 35.5. Die Mengen Z x Z, Z x N und Q" sind abzéhlbar.
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Kombinatorik

Kombinatorik beschéftigt sich insbesondere mit dem Z&hlen von Objekten mit be-
stimmten Eigenschaften.

36 Doppeltes Abzihlen

Wir wissen schon:

o |Ax B|=|A|-|B|, fir A, B endliche Mengen;
e« |P(A)| =24, fiir eine endliche Menge A;

o auf einer n-elementigen Menge A (d.h. |A| = n) gibt es n! Permutationen.

Weitere Resultate kann man erhalten, indem man Mengen auf mehr als eine Weise
zahlt:

Beispiel 36.1. Ein Fuflball hat 20 Sechsecke und 12

Fiinfecke. . .

Wie viele Kanten (=gerade Néhte) hat ein Fufiball?
Wir untersuchen die Machtigkeit von
X :={(F,K) € Flichen x Kanten | F' grenzt an K}

auf zwel Arten:

a) Jede Kante grenzt an 2 Flichen: | X| = 2n, wobei n die Kantenzahl ist.

b) Jedes Sechseck hat 6 Kanten und jedes Fiinfeck hat 5 Kanten, so |X| = 6 -
20+ 12 -5 = 180.

Dann gilt 180 = 2n also n = 90.
37 Binomialkoeffizienten und Wahrscheinlichkeit

Wir wiederholen die Definition von Binomialkoeffizient (Definition [2.5)).

Definition 37.1. Sein € Nund k € {0,...,n}. Der Binomialkoeffizient “k aus n”

ist definiert als
AN n!
k] El(n —k)!"

Dieser hat die folgende Bedeutung:

Satz 37.2. Sei X eine n-elementige Menge und k € {0,...,n}.
Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von X ist ()

Z:={AeP(X)||Al =k}, Z\:@

(man kann auf () Arten k Elemente auswdhlen,).

Beweis. Zuerst zahlt man alle geordneten Tupel von k paarweise verschiedenen (oh-
ne Wiederholung) Elementen (also besondere Elemente von X*).
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Es gibt n Moglichkeiten fiir das erste Element, (n — 1) Moglichkeiten fiir das zweite
Element, (n —2) fir das dritte Element, und so weiter; schliellich gibt es (n —k+1)
Moglichkeiten fiir das k-te Element. Insgesamt gibt es

n!

nn 1) -2k ) =

k-elementige Liste (ohne Wiederholung) von Elementen aus X.

Jede Liste kann auf k! Weise permutiert werden, d.h. jeweils k! Listen liefern die
gleiche Teilmenge.

Daraus folgt, dass X genau ———— = <Z> k-elementige Teilmengen hat. O
I(n !

Beispiel 37.3. 6 Richtige im Lotto 6 aus 49.
Die Zahl der 6-elementigen Teilmengen von {1, 2, ...,49} ist (49) 6,42'3, = 13983816.
Die Gewinnwahrscheinlichkeit betriagt also

1
13983816

~ 0,0000071% .

Beispiel 37.4. 4 Richtige im Lotto 6 aus 49.
4 unserer Zahlen gehoren zu den 6 Richtigen: (2) = 15 Moglichkeiten.
2 unserer Zahlen gehéren zum Rest: (492_ 6) = 432& = 903 Moglichkeiten.
Die Wahrscheinlichkeit betragt also
6 43
W) Lo 0979

(6)

Beispiel 37.5. Wie viele Mdglichkeiten gibt es um 12 identische Murmeln an 5
Kindern zu verteilen, wenn jedes Kind mindestens 1 Murmel erhdlt?

Wir mochten 4 Trennstellen(“|”) so setzen, dass das erste Kind die erste Menge von
Murmeln bekommt, das zweite Kind die zweite Menge, und so weiter, z.B.

Q OHO) OLO O]O10I0I0I0|0,

~. P KIII({Q Kind 3 ‘\\ // Klnd5

Klnd 1 Klnd 4
Es gibt 12 — 1 = 11 mogliche Trennstellen also haben wir

=330

11 11! 11-10-9-8-7!
4) 4.7

Moglichkeiten, um 4 Trennstellen zu setzen.

Beispiel 37.6. Wie im Beispiel [37.5, wenn die Kinder auch keine Murmel bekom-
men konnen.

Verteile 12 + 5 = 17 Murmeln wie im Beispiel anschliefend gibt jeder eine
Murmel ab: (174_ 1) = 1820 Maglichkeiten.
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Anhang 1: Axiomensysteme

Wie erklart man einem Auflerirdischen, was die natiirlichen Zahlen sind? Oder eine
Menge? Dafiir sind Axiomensysteme hilfreich.

Axiome sind Aussagen, die wir immer fiir wahr halten, ohne Beweis. Eine mathema-
tische Theorie ist dann ein System von Axiomen zusammen mit allen Definitionen
und Séatzen, die wir daraus herleiten kénnen.

Also, der Alien braucht nur etwas Logiksprache zu verstehen, die Axiome aufzu-
schreiben, und dann geht es los mit Mathe! In diesem Abschnitt werden einige
Axiomensysteme untersucht, um einen Eindruck zu vermitteln, wie man die Ma-
thematik ausgehend von Axiomen entwickeln kann. Achtung: Es ist nicht so einfach
und deswegen ist es gut, dass wir viele mathematische Kompetenzen schon erworben
haben.

38 Peano Axiome der natiirlichen Zahlen
Die Peano Axiome sind ein Axiomensystem fiir N. Es gibt insgesamt fiinf Axiome:
Axiom P0 0 € N.

Axiom P1 Sei n € N. Es gibt einen Nachfolger n’ von n d.h. n’ € N.
(Wir bezeichnen 0’ mit dem Symbol 1).

Axiom P2 Fiir alle n € N gilt: n’ # 0.
Axiom P3 Fiir alle m,n € N gilt: m' =n' = m =n.
Axiom P4Ist 0e X CNundn € X = n’ € X, dann ist X = N.

Bemerkung 38.1 (nur fiir Aliens). Den Nachfolger von 1 bezeichnen wir mit dem
Symbol 2. Auch 3 := 2/, 4 := 3/ usw.

Das letzte Axiom P4 ist fiir vollstdndige Induktion wichtig:

Satz 38.2 (Vollstandige Induktion). Sei P(n) ein Prddikat fir alle n € N. Falls
P(0) gilt und P(n) = P(n’) fir alle n € N, dann gilt P(n) fir alle n € N.

Beweis. Sei X = {n € N| P(n) gilt}. Aus P4 folgt X = N. O
Die Addition und Multiplikation sind dann induktiv definiert fiir alle m,n € N:
n+0=mn, m+n' = (m+n), m-0=0, m-n' =m-n+m.

Bemerkung 38.3. Es ist noch unklar, ob fundamentale Folgerungen wie m + n =
n+m,(m+n)+p=m+ (n+p), m-n=mn-m usw. gelten.

Beispiel 38.4. 3+4=3+3 =(3+3)=03+2)=03+2"=@3+1) =
(3 + 1)/// — (3 + O/)/// — (3 + 0)//// — 3//// — 4/// — 5// — 6/ — 7
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Aufgaben Zeigen Sie, nur mit Hilfe der Axiome und der Definition von Addition
bzw. Multiplikation, dass die folgenden Aussagen gelten:

a) 24+5="7,3-2=6;1+1=2

Ym,nkeN:m+k=n+k=>m=n

)
b) VmeN:m'=m+1;YmeN:m-1=m
c)

)

d) Vn € N:n+0 =n (Hinweis: die Reihenfolge ist wichtig! Betrachten Sie zuerst
n + 0’ und verwenden Sie Axiom P3)

e) VmneN:m+n=n+m

f) Jede nichtleere Menge von natiirlichen Zahlen hat ein kleinstes Element (Hin-
weis: Induktion).

39 Zermelo—Fraenkel Mengenlehre

Wir untersuchen die Axiome der Zermelo-Fraenkel Mengenlehrd®] Hier wird keine
Menge definiert, sondern die Axiome werden erklért und damit wird der Begriff
konkretisiert.

39.1 Axiome ZF1-7ZF6

Die ersten sechs Axiome haben wir in Abschnitt 7-9 schon gesehen. Das erste Axiom
ist die Definition der Gleichheit zweier Mengen X und Y:

Axiom ZF1 Seien X und Y Mengen. Es gilt: Vz (z € X & 2z € Y) =
X=Y.

Beispiel 39.1. Die Mengen {z,y}, {z,z,y}, {z,y,z,y,y} sind gleich.
Das zweite ist die Definition einer Menge durch Préadikate:

Axiom ZF2 Sei Z eine Menge und P ein Pradikat. Dann ist Y = {z |
x € Z N\ P(z) gilt} eine Menge.

Bemerkung 39.2. In ZF2 ist die Obermenge Z wichtig.

e Sei R ={X | X ¢ X}, die Russellsche Antinomie. Danngilt Re R =R ¢ R
und R ¢ R = R € R. Daher ist R keine Menge.

o Seinun U = {X | X = X}, das Universum. Wenn U eine Menge wére, dann
konnten wir durch ZF2 die obige Menge R = {X | (X € U) A (X ¢ X)}
konstruieren. Aber R ist doch keine Menge! Dann ist U auch keine Menge.

Die ¢4 und R sind echte Klassen d.h. etwas allgemeiner als Mengen.

Beispiel 39.3. Aus ZF1 und ZF2 folgt dass, wenn A und B Mengen sind, ist
ANB:={x| (x € A) A (x € B)} eine Menge und eindeutig definiert.

Axiom ZF3 Sei ) := {X | X # X }. Dann ist () eine Menge.

Also, es gibt mindestens eine Menge!

FEine beliebige Vereinigung von Mengen ist wieder eine Menge:

3 Alternativ kann man z.B. die Neumann-Bernays-Godel Axiome benutzen.
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Axiom ZF4 Seien X; Mengen fiir alle ¢ € I wobei I eine beliebige Menge
ist. Dann ist J;e; Xi = {x | 3i 2 € X;} eine Menge.

Axiom ZF4 folgt nicht aus ZF2, weil es in ZF4 keine Obermenge Z gibt.

Die Potenzmenge ist immer eine Menge:

Axiom ZF5 Sei X eine Menge. Dann ist P(X) = {Y | Y C X} eine
Menge.

Eine Paarenmenge ist immer eine Menge:
Axiom ZF6 Seien X,Y Mengen. Dann ist {X,Y} eine Menge.
Beispiel 39.4.  « Axiom ZF1 impliziert {4, A} = {A}
o Aus ZF6 definieren wir das geordnete Paar: (A, B) := {4, {A, B}}.

e Es ist noch unklar, ob das kartesische Produkt zweier Mengen wieder eine
Menge ist! Die folgende Definition ist eine Menge, nach ZF2 und ZF5:

Ax B:={X €P(P(AUB))|3Jac A3be B: X = {a,{a,b}}}

Bis jetzt kann der Alien Mengen mit null: (), einem: {A}, oder zwei: {A, B} Elemen-
ten konstruieren. Durch Verkniipfungen U, N, x und auch Teilmengen und Potenz-
mengen davon, kann er ganz viele Mengen erzeugen. Er kann auch entscheiden, ob
zwei Mengen gleich sind oder nicht.

Aufgaben zu ZF1-ZF6
a) Seien A, B Mengen. Warum ist A \ B eine Menge?

b) Seien A, B Mengen und a,c € A, b,d € B beliebige Elemente. Zeigen Sie:
i) Fir alle geordnete Paaren (a,b) und (¢, d) gilt:

(a,b) = (c,d) & (a=c) A (b=d)
ii) Das geordnete Paar (a,b) ist Element der Menge P(P(A U B)).

39.2 Axiome ZF7-ZF10

Die letzten vier Axiome sind etwas komplizierter. Aus Axiom ZF7 kann der Alien
zum ersten Mal einige unendliche Menge konstruieren.

Axiom ZF7 Es gibt eine Menge X, die () enthélt, und fiir alle Y € X gilt
Yu{Y}eX.

Das Element Y U{Y } nennt man den Nachfolger von Y. Das Axiom lésst uns z.B. die
naturlichen Zahlen konstruieren. Siehe néchster Abschnitt.

Axiom ZF8 Sei X # () eine Menge. Es gibt A € X so, dass fiir alle B € X
gilt B ¢ A.

Dies ist eine Regularititsbedingung. Wir wollen nicht, dass solche Kreise von Ele-
menten in einer Menge vorkommen:

A€A oder AecBe€A oder AcBe(CeA
Das ergibt Sinn, weil sonst X = {X} eine Menge wére. Dann hétten wir X = {X} =

{XH={{x1r =

Es gibt eine Verallgemeinerung von ZF2:
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Axiom ZF9 Sei P(X,Y) ein Pradikat, dass die folgende Bedingung erfiillt:
Ist X eine Menge, so gibt es genau eine Menge Y so, dass P(X,Y) gilt.
Sei A eine Menge. Dann ist {Y | X € AA P(X,Y) gilt} eine Menge.

Ungeféhr geschrieben: es gibt eine “Funktion” Fp: X — (Y wobei P(X,Y) gilt).
Das “Bild” von der Menge A unter Fp ist eine Menge. Aber Fp ist keine echte
Funktion, weil der Zielbereich von Fp nicht unbedingt eine Menge ist. Dieses ist ein
unendliches Schema von Axiomen, eins fiir jedes Priadikat. Es ist oft schneller, ZF9
statt ZF2 zu verwenden:

Beispiel 39.5 (Kartesische Produkt II). Seien A, B zwei Mengen. Fiir alle a € A
ist {a} x B:={y | 3be€ B:y=(a,b)} eine Menge nach ZF9. Dann ist A x B =

Uaea(fa} x B).

Auch wichtig ist das Auswahlaxiom:

Axiom ZF10 Seien X; # () paarweise disjunkte Mengen fiir alle 7 € I,
wobei I eine beliebige Menge ist. Es gibt eine Menge Y die genau ein
Element aus jedem X; enthélt.

x ()
X Q o
X3

Das Auswahlaxiom ist unabhingig von ZF1-ZF9, und ganz stark. Aquivalente Sitze
sind: Wohlordnungssatz, Zornsches Lemma, jeder Vektorraum hat eine Basis. Es
gibt seltsame Konsequenzen des Axioms ZF10 und daher gibt es Mathematiker, die
vermeiden, ZF10 zu verwenden.

Beispiel 39.6 (B. Russell).  a) Herr Schumann ist Schuhverkédufer mit unendlich
vielen Schuhen im Vorrat. Er will ein Schuh von jedem Paar ins (sehr grofien)
Schaufenster stellen. Wie kann Herr Schumann unendlich viele Male einen
Schuh von zwei auswéhlen? Das geht ohne das Auswahlaxiom, wenn er immer
den linken Schuh auswéhlt. Er hat eine unendliche Auswahl in eine endliche
Auswahl verwandelt, indem er nur zwischen links und rechts entscheiden muss.

b) Frau Langstrumpf ist Sockenverkduferin mit unendlich vielen ununterscheidba-
ren Sockenpaaren im Vorrat. Sie will auch eine Socke von jedem Paar auswéhlen.
Kann sie auch ohne das Auswahlaxiom vorgehen?

Aufgaben zu ZF7-ZF10

a) Zeigen Sie, dass es keine Menge A gibt mit A € A. (Hinweis: ZF8 mit der
Menge {A}).

b) Zeigen Sie, dass es keine Mengen A, B gibt mit A € B € A. (Hinweis: ZF8 mit
der Menge {A, B}).

c¢) Betrachten Sie die folgende Aquivalenzrelation R auf R
rRy<=x—-yecZ
Kann man einen Représentanten fiir jede Aquivalenz Klasse auswéhlen? Braucht

man ZF10 dafur?
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d) Gleiche Aufgabe wie ¢) mit x Ry <z —y € Q.
40 Von Neumanns natiirliche Zahlen und die Peano Axio-
me

Die kleinste Menge, die dem Unendlichkeitsaxiom ZF7 entspricht, ist

N o= {0,{0},{0,{0}}, {0, {0}, {0, {0} }},... }.

Nach von Neumann identifizieren wir diese Menge N mit N, den natiirlichen Zahlen:

0 :=0

1 =0 =o0u{0} ={0}

2 =1 =1u{1} ={0,{0}}

3 =2 =20{2} ={0,{0},{0,{0}}} usw.

Der Nachfolger von n ist n’ = n U {n}. Insbesondere haben wir 1 = {0}, 2 = {0, 1},
3=1{0,1,2).

Man kann zeigen, dass die von Neumann Zahlen N die Peano Axiome erfiillen. Die
Existenz von N als Menge ist damit bewiesen!

Aufgaben

a) Zeigen Sie, dass fiir alle von Neumann Zahlen n gilt: n +1 = nU {n} =
{0,1,...,n}. Jede von Neumann Zahl n hat genau n Elemente.

b) Aus Aufgabe a) folgt, dass 0 € 1 € 2 € 3 € 4... gilt. Warum ist das kein
Widerspruch zum Regularitdtsaxiom ZF87

¢) Zeigen Sie, dass N die Axiome PO, P1, P2 erfiillt.

d) Wir zeigen dass Axiom P4 fiir N gilt. Sei X C N mit ) € X undn € X =
n’ € X. Warum ist dann V' C X? Folgern Sie daraus, dass N’ = X. (Hinweis:
ZF7)

e) Sei X = P(N). Finden Sie eine Vorgehensweise, um ein Element aus jedem
Element von X auszuwéhlen.

f) Gleiche Aufgabe mit X = P(Q). (Hinweis: ZF10)
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Anhang 2: Cantors Diagonalargumente

41 Abziahlbar unendliche Mengen

Definition 41.1. Zwei Mengen X, Y heiflen gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f : X — Y gibt.
Bemerkung 41.2.

e Im Fall | X| < |Y| gibt es keine surjektive Abbildung f : X — Y: Das Bild von f
hat hochstens | X| Elemente, und somit ist Bild(f) # Y.

Insbesondere gibt es keine bijektive Abbildung f: X — Y .

e Im Fall | X| > |Y] gibt es keine injektive Abbildung f : X — Y: Da |Y| < | X] ist,
miissen mindestens 2 Elemente von X auf dem selben Element von Y abgebildet

werden.
Insbesondere gibt es keine bijektive Abbildung f: X — Y .

Definition 41.3. Eine Mengen M heifit abzahlbar unendlich, wenn es eine bijektive
Abbildung f : N — M gibt.

Eine unendliche Menge, die nicht abzidhlbar unendlich ist, heifit iiberabzahlbar.

42 Cantors erstes Diagonalargument

Satz 42.1. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdihlbar unendlich.

Beweis.

Wir konstruiren zuerst eine bijektive Abbildung

fi:N=Q":={zecQ|x>0}.

Alle positiven rationalen Zahlen lassen sich in die 5 5 5 5 5

Form % schreiben, mit a,b positive ganze Zah- 1 2 3 4 5

len. Wir bilden dann die (seitliche) Tabelle dieser

Briichen %. 4 4
1 5

Wir zéhlen die Elemente dieser Tabelle (also von
Q™) “diagonal” ab, wobei wir die nicht vollstéindig
gekiirzte Briiche (z.B. %) iiberspringen.

Alle positive rationale Zahlen sind dann in die-
ser Liste, und durch das Uberspringen kiirzbarer

—]w

N\

=N

Yayyay,

Briiche wird jede positive rationale Zahl nur ein 2 3 5
mal abgezéhlt.

1 1 1

1 2 3 4 5

Auf diese Weise erhalten wir die bijektive Abbildung f; : N — Q:
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

A A
011231123451
3 313 2 5

Wir definieren dann die bijektive Abbildung f : N — @, indem wir hinter jeder Zahl
deren Negatives einfiigen:
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43 Cantors zweites Diagonalargument

Satz 43.1. Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabzdihlbar.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass es keine surjektive Abbildung N — (0,1) gibt.
Damit ist das Intervall (0, 1) iiberabzéhlbar, und somit ist R ebenfalls iberabzéhlbar,
da das betrachtete Intervall (0,1) eine Teilmenge von R ist.

Widerspruchbeweis: Wir nehmen es an, dass f : N — (0, 1) eine surjektive Abbildung
ist, und wir mochten einen Widerspruch erhalten.

Diese Zahlen f(n),n € N sehen in ihrer Dezimalbruch-Entwicklung E| SO aus:

f(O) = 0, ar1a12a13a14a15-..
f(1) = 0, ag1 a2 az3 azy azs. ..
f(2) = 0, aziaz2 azzagsass...
f(3) = 0, aa1 aa2 @43 ass ass...
f(4) = 0, as1as2as3ass ass...

Hier sind die a; ; € {0,1,2,...,9} Dezimalstellen der zugehérigen reellen Zahl.

Die Elemente auf der Diagonale sind markiert, und aus diesen konstruieren wir auf
folgende Weise eine neue Zahl x = 0,by by bg by b5 ... € (0,1).

Jede diagonale Zahl «a;; definiert die Dezimalstelle b; von x:

b= 4 falls Qi = 5)
Tl 5 fallsai; #£5

Damit ist b; # a;; und somit f(n) # x € (0,1) fiir alle n € N. Also ist die Funktion

f N — (0,1) nicht surjektiv. Widerspruch. O
Bemerkung 43.2. Tatsichlich ist R gleichméchtig zu (0,1), wie man anhand einer
20 — 1
geeigneten Bijektion erkennt, z.B. (0,1) —» R,z — (3107)
x(l—x

Satz 43.3 (Satz von Cantor). Sei X eine Menge und P(X) die Menge der Teil-
mengen von X. Dann gilt | X| < |P(X)].

4Eigentlich gibt es Zahlen, die 2 Darstellungen haben, und zwar die Zahlen, die mit einer unend-
lichen Folge von 0 oder 9 enden: Z.B. 0,1999999999... = 0,200000. ... In diesem Fall betrachten
wir nur die Darstelllung, die am Ende unendliche viele 0 hat.
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Beweis. Da a : X — P(X),x — {x} eine injektive Abbildung ist, muss es im
Bild(«) mindestens | X | Elemente geben, also gilt es | X| < |P(X)].

Behauptung: Es gibt keine surjektive Abbildung von X nach P(X).

Widerspruchbeweis: Wir gehen davon aus, dass eine surjektive Abbildung f : X —
P(X) existiert, und wir werden einen Widerspruch erhalten. Sei

Wi={zeX|z¢f(zr)} CPX).

Da f surjektiv ist, existiert ein w € X mit f(w) = W.
Es gilt dann w € W <= w ¢ f(w) = W. Widerspruch.

Damit ist die Behauptung bewiesen, und daraus folgt |X| # |P(X)|. O
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