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Capitolo 0

Introduzione

In questo capitolo preliminare, inizieremo con una discussione informale su vettori liberi
e vettori applicati in R? e R3, che probabilmente il lettore ha gia incontrato alle scuole
superiori. Saremo approssimativi e non del tutto precisi: I'intenzione & quella di fornire
il succo di alcuni concetti che saranno ampliati e generalizzati in queste note.

0.1 Vettori geometrici nel piano e nello spazio

Definizione 0.1. Un vettore applicato ¢ un segmento con un verso dato, quindi ¢ deter-
minato dal un punto iniziale A e da un punto finale B. Sara indicato con AB.

Un vettore applicato 1@ descrive un movimento assoluto dal punto A al punto B.
In fisica i vettori applicati sono largamente usati, per esempio per indicare una forza
applicata ad un corpo, o la velocita di un oggetto, etc.

Osservazione. Un vettore applicato 1@ ¢ determinato da 4 dati:
1. il punto di applicazione A;

2. la direzione (della retta passante per A e B);
3. il verso (seguendo il quale ci muoviamo lungo la retta, da A a B);
4. il modulo (la lunghezza del segmento di estremi A e B).

—
Osservazione. 11 vettore applicato BA ha la stessa direzione e lo stesso modulo di 1@ ,
ma ha verso opposto.

Sia Vgpp, l'insieme dei vettori applicati, e su V,,, definiamo la seguente relazione: zﬁ
e in relazione con @ se i due vettori hanno la stessa direzione, lo stesso verso e lo stesso
modulo.

Questa relazione gode delle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva ed ¢ pertanto
una relazione di equivalenza. La classe di equivalenza di [E] ¢ data da tutti i vettori che
descrivono lo stesso spostamento, anche se sono applicati in altri punti dello spazio.

In sostanza, dato un vettore applicato AB ci stiamo “dimenticando” del punto di ap-
plicazione, e quindi stiamo considerando un movimento relativo: ci interessa la differenza
tra punto di arrivo e punto di partenza. Questo é descritto da un vettore libero.

Definizione 0.2. Un vettore libero ¥ & determinato da direzione, verso e modulo.



Ogni vettore applicato 1@ induce un vettore libero, prendendo la sua classe di equi-
valenza [AB]. D’altra parte, ogni vettore libero & una classe di equivalenza di vettori
applicati e quindi corrisponde ad infiniti vettori applicati, uno per ogni possibile punto di
applicazione.

Operazioni con i vettori liberi

Andiamo ora a definire 2 operazioni con vettori liberi. Per questo lo “zero” sara di
fondamentale importanza.

Definizione 0.3. Il vettore nullo 6) ¢ 'unico \gttortﬁg lunghezza nulla. Non ha direzione
né verso. B il vettore libero associato a AA: 0 = [AA].

Prodotto per uno scalare. La prima operazione che consideriamo € la moltiplicazione
di un vettore libero per un numero reale ¢ € R, che chiamiamo scalare.
Sia ¥ un vettore libero e sia ¢ € R.
Sec=0, allorac- 7 = 0 .
Se ¢ # 0, allora ¢ - ¥ & il vettore libero avente
(i) la stessa direzione di ';

(ii) lo stesso verso di 7, se ¢ > 0, e il verso opposto se ¢ < 0;

(iii) lunghezza uguale alla lunghezza di @ moltiplicata per |c].

Si noti che ¢ - ¥ si ottiene contraendo/dilatando ed eventualmente capovolgendo il
vettore .

Somma di vettori. La somma di due vettori liberi ¢ determinata con la regola del
parallelogramma (vedi figura). Dati i vettori liberi ¥ e , la loro somma o +70 si ottiene
nel modo seguente (immagine a sinistra): si applica o nel punto O e poi si applica w

nella punta di ¥. Sia Q il punto dove si trova la punta di @, allora ¥ + & = [06]

In alternativa (immagine a destra), si possono applicare 7 e W nello stesso punto O
e considerare il parallelogramma avente o e W come due lati consecutivi. Allora v + W
¢ la diagonale del parallelogramma.

Queste due operazioni soddisfano le seguenti proprieta.

Proprieta. Siano 7, W e W wvettori liberi e siano ¢, d numeri reali, allora
e la somma é associativa: (U +0)+ U = 0 + (W + W);
o la somma ¢ commutativa: v + W = W + 7;

e la somma ha un elemento neutro: v + 6) = ﬁ + 7 = 7;



—
e ogni vettore ha un inverso additivo: —[Jﬁ] = [BA];
« il prodotto con uno scalare & associativo: (cd) - ¥ =c-(d- V);

e il prodotto con uno scalare ha un elemento neutro: 1 - V=T
o distributivité: (c+d)- v =c- VU +d- V.
o distributivita: ¢- (U + W) =c-V +c- 0.

Sistemi di riferimento

Per descrivere un punto nel piano o nello spazio tridimensionale possiamo usare le “coor-
dinate”.

Seguendo quanto il lettore ha studiato alle scuole superiori, consideriamo qui il piano
R? e lo spazio tridimensionale R? con il sistema di riferimento cartesiano.

In R? il sistema di coordinate cartesiano (O, ¢, j ) & descritto da: un punto O (ori-

gine), un vettore libero ¢ di lunghezza 1 che descrive I’“asse x”, e un vettore libero j

™

di lunghezza 1 che descrive I'“asse y” (ottenuto da ¢ con una rotazione di 7 in senso

antiorario).
3 . . . - = .
In R* il sistema di coorimate cartesiano (O, i, 7, k) & descritto da: un punto O
(origine), un vettore libero ¢ di lunghezza 1 che descrive I’“asse z”, un vettore libero j

& 5 in sene
antiorario), e un vettore libero k di lunghezza 1 che descrive I’“asse z” (ottenuto da 1

di lunghezza 1 che descrive 1'“asse y” (ottenuto da 4 con una rotazione di Z in senso

_>
e j con la regola della mano destra).

Riassumendo, abbiamo fissato l'origine O e due/tre assi ortogonali orientati e abbiamo
scelto un modo per misurare le lunghezze su questi assi. Quindi la posizione di ciascun
punto nel piano R? o nello spazio tridimensionale R? ¢ completamente determinata pren-
dendo le proiezioni ortogonali sugli assi. Possiamo fare lo stesso con i vettori, quindi
possiamo identificare

1. il punto P;
2. il vettore applicato O?;

3. e il vettore libero [O?]

Pertanto, in R? (e analogamente in R?) ogni vettore libero 7/ = [ﬁ] ¢ descritto
attraverso le coordinate (zp,yp, zp) del punto P e puo essere espresso come

— — —
7:;1:1:- v +yp-J +zp- k.

Utilizzando le coordinate, é_Possibile eseguire facilmente operazioni sui vettori, ad
esemp1081a7:2@ +37 —2k eW =31 —37 +3k, allora

_>
VAT = 57407 + k;
2T — 47 467 —4K.



0.2 Rette e piani

Rette

Come si pud descrivere una retta in R? o in R3?

Dando la direzione della retta e un suo punto, quindi dando un punto P = (zp,yp)
ed un vettore libero 7 = (v,, v,).
La traslazione (cioe lo spostamento) da P ad un punto (z,y) sulla retta ¢ una dilatazio-
ne/contrazione di ¥, cio¢ (x — xp,y — yp) = t(vs, v,) per t € R:

-

»

{x z Tp + tu, 7/,/’/ (x,y)

Yy yp + tuy ~"p

Analogamente, in R? la retta data dal punto P = (xp,yp, zp) e dal vettore libero
U = (vg,vy,v,) € descritta dalle equazioni

r = ITp-+tu,
y = yp+ttyy
z = zp—+tu,

Osservazione. Un modo alternativo per dare una retta, consiste nel dare 2 punti distinti
sulla retta: “per due punti distinti passa una sola retta”.
Dati due punti A = (x4,ya,24) € B = (zB,Yys, 25), essi descrivono un vettore libero

[E] e considerando il punto A (o B) basta applicare il ragionamento precedente.

[,ﬁ] -7 r = zat+tlxp—1xa)
/B y = ya+tys—ya)
74 z = za+t(zp—za)

Le equazioni viste dipendono da un parametro (¢ € R) e sono delle equazioni parame-
triche della retta.

Attenzione! Le equazioni parametriche di una retta mon sono uniche! Infatti esse
dipendono sia dalla scelta di un suo punto, sia da un vettore non nullo che descrive la
direzione della retta. Sia i punti della retta, sia i vettori che descrivono la sua direzione
sono infiniti e quindi ¢’¢ una infinita di modi per rappresentare la stessa retta.

Esplicitando il parametro ¢ e sostituendolo nelle altre equazioni, otteniamo delle equa-
zioni cartesiane della retta, ad esempio:

r=1+2t t=2z—-1 9 — 1
y=2-5t ¢ x=1+2(z—-1) —>{ +5z:7
z=1+t1 y=2-5(z—1) 4 a
In generale le equazioni cartesiane della retta sono:
in R? in R?

ar +by =c

x4+ by + iz =d;
asT + boy + coz = ds

Attenzione! Anche le equazioni cartesiane di una retta non sono uniche.

4



Piani (in R?)
Similmente al caso delle rette, un piano in R? puod essere descritto dando un suo punto

e due sue direzioni distinte, quindi dando un punto P = (zp,yp, zp) e due vettore liberi
UV = (Ug,vy0:,) € W = (wy, wy, w,) che non sono uno multiplo dell’altro.

La traslazione (cioe lo spostamento) da P ad un punto (z,y, z) sul piano si scompone
come una dilatazione/contrazione di 7 pitl una dilatazione/contrazione di W, ciod (x —
Tp,yY — Yp, 2p) = t(Vy, vy, v;) + s(wy, wy, w,) per t,s € R:

, (2,9, 2)
r = xp+tu, + sw, R TR
y = yp+tu, + sw, v ,
z = zp+tv, + sw, AN

Osservazione. Un modo alternativo per dare un piano, consiste nel dare 3 punti distinti
e non collineari, cioé che non giacciono su una stessa retta (ma formano un triangolo)

Dati tre punti A = (x4, ya,24), B = (zp,yp,28) € C = (x¢,yc, 2¢), essi descrivono
due vettori liberi [@] e [AC] e considerando il punto A basta applicare il ragionamento
precedente.

r = xa+t(xp—1xa)+s(xc—224)
y = ya+tys—ya)+s(yc —ya)
z = za+t(zp—za) + s(zc — 2a)

Il fatto che i 3 punti siano non collineari corrisponde al fatto che i due vettori liberi [@]
e [1@] hanno direzioni diverse.

Queste equazioni dipendono da due parametri (¢,s € R) e sono delle equazioni para-
metriche del piano (come per le rette queste non sono univocamente determinate!).

Come nel caso delle rette possiamo esplicitare il parametro ¢ in una delle equazioni e
sostituendolo nelle altre due, e poi ripetere il ragionamento con s. Otteniamo in questo
modo una descrizione in forma algebrica del piano, cioe un’equazione cartesiana della
piano, ad esempio:

r=1+1+s t=2v—-1-s
y=2-3t—2s - y=2-3x—-1-35)—2s —
z=142t+s z=142xr—-1—-35)+s
y=5—3r+s s=—-1+42r—=2 _
{z——l—|—2x—s {y—5—3x+(—1+2x—z) Trtyte=4

In generale, I'equazione cartesiana del piano ¢ della forma az + by + cz = d (anche in
questo caso non c¢’¢ un unico modo di descrive algebricamente un piano).

Un’equazione di questo tipo, polinomiale di grado 1, & detta lineare. Le equazioni ed i
sistemi lineari avranno un ruolo centrale in questo corso e saranno introdotti nel prossimo
capitolo.



Capitolo 1

Matrici e sistemi lineari

In questo capitolo introduciamo, descriviamo e manipoliamo due famiglie di oggetti che
ci accompagneranno per tutto il corso: le matrici e i sistemi lineari.

In ogni definizione, teorema, esempio, esercizio, ecc. di questo corso dobbiamo dichia-
rare con quali “numeri” stiamo lavorando, introduciamo il concetto di campo.

Definizione 1.1. Un campo K ¢ un insieme dotato di due operazioni: + : K x K — K
(somma) e - : K x K — K (prodotto), che soddisfano le seguenti proprieta:

Cl) Va,b,c € K: (a+b)+c=a+ (b+ c) (associativita di +)
C2) Va,b € K: a+b="0+ a (commutativita di +)

C3) 0 € K: a4+ 0 =0+ a = a (elemento neutro di +)

C4) Va e K,Fb e K: a+b=0b+ a =0 (elemento opposto: b = —a)

C5) Va,b,c € K: (a-b)-c=a-(b-c) (associativita di -)

C6) Va,b € K: a-b="b-a (commutativita di -)

C7) 31 €K: a-1=1-a=a (elemento neutro di -)

C8) VaeK,a#0,F3b€K: a-b="0-a=1 (elemento inverso: b =a')

C9) Va,b € K: a-(b+c¢) =a-b+a-c (distributivita della moltiplicazione sulla somma)
) 0# 1.

Gli elementi di un campo K sono chiamati scalari.

Esempio. i) I numeri naturali N = {0, 1,2,...} con la consueta somma e moltiplicazione
non formano un campo, poiché non esistono inversi additivi.

ii) T numeri interi Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} con la consueta somma e moltiplica-
zione non formano un campo, poiché non esistono inversi moltiplicativi.

Esempio. I numeri razionali Q (“frazioni”) e i numeri reali R con la consueta somma e
moltiplicazione formano un campo.

ii) Anche i numeri complessi C introdotti nel corso “Analisi matematica 1”7 formano
un campo, e abbiamo una catena naturale di inclusioni: Q C R C C.



Esempio. Esistono campi con un numero finito di elementi! Ad esempio K = {0,1} con
somma e prodotto dati dalle seguenti tabelle:

+10 1 0 1
010 1 00 O
111 0 110 1

1.1 Matrici

Definizione 1.2. Siano dati m,n € Z positivi e sia K un campo.

Una matrice m x n (o matrice di tipo (m,n)) a coefficienti in K ¢ una tabella di
elementi di K disposti su m righe e n colonne. Tali numeri sono detti entrate, coefficienti,
o componenti della matrice. L’insieme di tutte le matrici m x n a coefficienti in K si indica
con Mg (m,n).

Notazione. Altre notazioni comuni per 'insieme di tutte le matrici m xn a coefficienti
in K sono M,,,«(K), Matg(m,n) o Mat(m x n, K).

Esempio.
1 0 2 7 Lo 11
A= < 0 \/§ _2/3 6) EMR(2,4) B = 0 0] e MR<3,2) C= (1 1) S MR<2,2>
-3v19 2
1
D=|2|eMzB31) E=(1 2 -9 0)eMg(l,4)
-3

Terminologia. Vi sono alcuni casi particolari che vale la pena evidenziare:
e m=n=1. A= (a1,), quindi abbiamo una biiezione naturale Mg(1,1)“="K.

o m = n. Una matrice di tipo (n,n) ¢ chiamata matrice quadrata. L’insieme delle
matrici quadrate n x n a coefficienti in K si indica con Mg (n).

e m=1,n>1 A= (a11 a12...a1,) ¢ chiamata vettore riga (di lunghezza n).

Un vettore riga dipende da n scelte di elementi in K, quindi Mk (1, n) & naturalmente
in biiezione con il prodotto cartesiano

K" =K xKx K= {(ky, ko, ..., kn) : k; € K}

—
n—volte
ai1

az 1

em>1,n=1 A= ¢ chiamato vettore colonna (di altezza m).

am,l
Come per i vettori riga, abbiamo una biiezione naturale tra l'insieme dei vettori
colonna Mg (m, 1) e K™, poiché ogni vettore colonna dipende da m elementi di K.



« la matrice O € Mg(m,n) avente tutte le entrate nulle viene detta matrice nulla.

In generale, per rappresentare una matrice A, utilizziamo la seguente notazione:

a1 12 ... A1p
(1271 Q22 ... QA2p

A= = (ai;)
am71 am72 P amm

Quindi a;; ¢ I'elemento sulla riga i-esima e sulla colonna j-esima. Questo elemento
puo anche essere indicato con (A); ;.

1.1.1 Operazioni fra matrici
Uguaglianza

Siano A € Mg(m,n) e B € Mxk(p, q) due matrici. Per essere uguali, A e B devono essere
dello stesso tipo: m = p e n = ¢, ed avere le stesse entrate: a;,; =b;,; Vi=1,...,m ,Vj =
1,...,n.

Somma di matrici

Siano A, B € Mg(m,n) matrici dello stesso tipo, allora definiamo la loro somma A +
B come la matrice in Mx(m,n), ottenuta sommando componente per componente gli
elementi di A e B:

m
(A+B), (A+ B)i, = a;; + b

Esempio.

13 2 -1 3 6 0 6 8
K=Qm=2n=3, (0 2 —4>+<1 0 0) - (1 2 —4)

Osservazione. La somma ¢ definita solo per matrici dello stesso tipo.

E facile verificare che la somma di matrici eredita tutte le proprieta della somma in
K:
Proprieta. La somma di matrici soddisfa le sequenti proprieta.

o Associativita: VA, B,C € Mg(m,n): (A+B)+C=A+ (B+C).

o Commutativita: VA, B € Mg(m,n): A+ B = B+ A.

e La matrice nulla e l'unico elemento neutro per la somma, cioe € ['unica matrice tale
che O+ A= A+ = A per ogni A € Mg(m,n)
o L'opposto di A = (a;;) € Mg(m,n) é la matrice A’ = (a} ;) € Mg(m,n), con

i?-j
A+ A= 0, ovvero a; ; = —a; ;.



Prodotto per scalare

Sia A € Mx(m,n) una matrice e k € K uno scalare. Moltiplicando ogni entrata di A per
lo scalare k otteniamo una nuova matrice kA € Mg (m,n):

K x Mg(m,n) — Mg(m,n)
(/{Z,A) — kA, (kA>z,l = k'CLiJ

—2 —6 —4
0 —4 8

Proprieta. Il prodotto per scalare soddisfa le sequenti proprieta.
o Associativita: \V/kl, ]{32 S K,VA € M]K(m, n) N kl : (kg : A) = (/{31 . ]{52) -A.

e 1 €K ¢ l’elemento neutro: 1- A= A.
Distributivita: Vkl, ke e K , VA € M]K(m, n) (]{?1 + ]{32) A= ky - A+ ko - A
Distributivita: Vk € K, VA, B € Mg(m,n): k- (A+B)=k-A+k-B.

Legge di annullamento del prodotto per scalare: per ogni A € Mg(m,n) e k € K,
vale kA = O se e solo se k =0 oppure A = O.

Esempio.

1 3 2
K=Q,m=2,n=23, —2-(0 9 _4>

E facile verificare le seguenti proprieta.

Osservazione. Sinotiche A+(—1-A) = O, quindi l'inverso additivodi A ¢ (—1-A) = —A.

Matrice trasposta

Data una matrice A, possiamo definire un’altra matrice scambiando righe e colonne di A.

Definizione 1.3. Sia A € Mg(m,n) una matrice. La trasposta di A ¢ la matrice B €
My (n,m) definita da b; ; = a;;, ed ¢ indicata con A”.

T: Mg(m,n) — Mg(n,m)
A — AT, (AT)Z'J‘ = Qj;

1 0
Esempio. Sia A = <(1) g _24> € Mq(2,3), allora AT = |3 2 | € Mg(3,2).
2 -4

Dalle definizioni date seguono direttamente le seguenti proprieta.

Proprieta. Valgono le sequenti proprieta:
e VA€ Mg(m,n): (AT)" = A;
¢ VA, B € Mg(m,n): (A+ B)T = AT + BT,
o VA € Mg(m,n), ke K: (kA)T = k(AT);



Moltiplicazione di matrici (righe per colonne)

Concludiamo questa sezione introducendo una nuova operazione detta prodotto tra ma-
trici, o anche prodotto righe per colonne.

Definiremo questa operazione in 2 passaggi: definiremo prima la moltiplicazione riga-
colonna, cioe il prodotto di un vettore riga per un vettore colonna; passeremo poi a dare

la definizione generale.
b1

Siano A = (ay1...a1p) € Mg(1,p) un vettore riga e B = | : | € Mg(p,1) un
b

p1
vettore colonna. Il prodotto delle matrici A e B (nell’ordine indicato!) ¢ la matrice di
Mk(1,1) = K, indicata con AB e definita da

bi1 p
AB = (a11...a1p) | : =(a11-bii+ar2-ba1+---+a1,-by1) = (Z(al,z : bz,1)> .
b =1
p1
Esempio. (K=Q, p=3)
0
(1,2,3)- [ 1 [ =(0-14+2-14+3-(-1)) =(-1)

—1

Questa operazione e chiamata moltiplicazione riga-colonna. In generale, per determi-
nare A - B € necessario eseguire 1’operazione mn volte.

Siano A € Mg(m,p) e B € Mk(p,n) (attenzione al tipo delle matrici!), allora il loro
prodotto e definito come

dove
(A . B)Lj = Q;1 - le + Qi - bz,j + -+ Qip - bp,j = Z(CLN . bl,j)
=1
Quindi l'elemento (A - B),; si ottiene moltiplicando la i-esima riga di A con la j-esima
colonna di B.

Osservazione. Sinoti che non richiediamo che A e B siano dello stesso tipo, ma & necessario
che il numero di colonne di A coincida con il numero di righe di B, altrimenti AB non e
definito. La matrice AB ha tante righe quante A e tante colonne quante B.

Esempio. i) Siano A € Mg(2,3) e B € Mg(3,2) le matrici
-1 1

A:<(1)3_24>, B=|3 o0

6 0

Per calcolare C' = AB dobbiamo eseguire 4 moltiplicazioni riga-colonna, ad esempio ¢; o
si ottiene dalla moltiplicazione riga-colonna della 1¢ riga di A con la 2% colonna di B:
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-1 3 6
1 00
A - B’ non & definito, poiché A ha 3 colonne, ma B’ ha solo 2 righe.

ii) Sia A € Mg(2,3) come sopra e sia B’ = € Mg(2,3), allora il prodotto

Definizione 1.4. La matrice identitd I,, ¢ la matrice quadrata I,, € Mx(n,n) avente:

100 -+ 00

, o 010 --00

o set =) I ) ]
ma={y 7] 000 10
000 --- 01

In una matrice quadrata, la posizione con indice di riga uguale all’indice di colonna
forma la diagonale.

Proprieta. Il prodotto righe per colonne soddisfa le sequenti proprieta:

» Associativita: YA € Mg(m,n),B € Mxg(n,p),C € Mgk(p,q) vale (AB)C =
A(BC) € Mg(m,q).

o FElemento neutro: VA € Mg(m,n), vale A-I, =Ael, - A=A.
o Distributivita: YA € Mxg(m,n), By, By € Mg(n,p) vale A(By + By) = ABy + ABs.
Inoltre, YAy, Ay € Mg(m,n), B € Mxg(n,p) vale (A; + Ay)B = A1 B + AsB

o Compatibilita col prodotto per scalare: YA € Myg(m,n), B € Mxg(n,p),k € K vale
k(AB) = (kA)B = A(kB).

 Compatibilita con la trasposta: VA € Mg(m,p), B € Mk(p,n): (AB)T = BTAT.

Dimostrazione. Per dimostrare le uguaglianze tra matrici usiamo la definizione. In tutte
le uguaglianze da dimostrare i tipi delle matrici a destra e a sinistra dell’'uguale coincido-
no, quindi dobbiamo solo controllare che le entrate sulla i-esima riga e j-esima colonna
coincidano.

Associativita. Siano D := AB e E := BC:

n p
d;j = (AB>i,j = Z(az’,l b)) € Mg (m,p), €ij = (Bo)i,j = Z(bi,l : Cz,j) € Mx(n,q),
=1 =1
quindi
p P n n
((AB)C)Z,] = Z(di,s'cs,j) = Z Z Qg1 bl ,8 ng Z (078 Z bl ,8 ng Z ;€15 = (A(BC)>’L,]
s=1 s=11=1 s= =1

n
Elemento neutro. (Al,);; = Z a;kerj = a;;-€j; = a;;; analogamente (1,,A); ; = a; ;.
k=1
La distributivita e la compatibilita col prodotto per scalare seguono dalla definizione,

e sono lasciate al lettore per esercizio.
Dimostriamo infine la compatibilita con la trasposta: (AB);; = >0, ai b j, quindi

p
(AB)");; = (AB);i =Y _ aj by, Z biiaj; = Z (B")ia(AT); = (BTAT), ;.
=1 =1
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E la commutativita? In generale, il prodotto di matrici non & commutativo!

i) Siano A € Mg(m,p) e B € Mxg(p,n). AB € Mg(m,n), ma BA non & nemmeno
definito se m # n.

ii) Supponiamo quindi che m = n, quindi sia AB che BA sono definiti: AB € Mg (m)
e BA € Mk(p). Se p # m, le due matrici sono di tipo diverso, quindi sono diverse.

iii) Supponiamo ulteriormente che m = n = p, quindi AB, BA € Mg(n). Anche in
questo caso AB e BA possono essere diverse, ad esempio K=Q, m =n=p=2:

11 10 2 0 11
A_<O O)’ B_<1 O) alloraAB-(O O);«é(l 1>—BA

iv) Si noti che in alcuni casi & possibile che AB = BA, ad esempio K = Q, m = n =

p=2:
10 0 0 0 0
A= (O O) , B= (O 1) allora AB = BA = (0 0>

Osservazione. L’'ultimo esempio mostra che il prodotto righe per colonne non soddisfa la
legge di annullamento del prodotto: & possibile che il prodotto di 2 matrici diverse da zero
sia la matrice nulla O, un fenomeno che non puo verificarsi per gli elementi di un campo,
ad esempio per i numeri reali.

Per una matrice non quadrata B € Mg(m,n), m # n il prodotto B - B non ¢ definito.
Sia invece A € Mx(n) una matrice quadrata, allora A - A € Mg(n) e possiamo iterare il
prodotto, quindi possiamo definire la potenza p-esima di A per ogni intero p > 0:

AV = [, AV = A AT = A A A= A2 A=A A A, AP = APTIA

Osservazione. La non commutativita del prodotto di matrici non permette di usare i
“prodotti notevoli” nel fare i calcoli. Ad esempio, in generale si ha che

(A+B)’=(A+B)- (A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B+#A*+2AB+ B?

Per convincersene, basta prendere le matrici al punto precedente.

1.2 Sistemi lineari

Definizione 1.5. Siano m,n numeri interi positivi. Sia A € Mxg(m,n) una matrice e sia
b € Mg(m,1) un vettore colonna (di altezza m).

Un sistema lineare (o sistema di equazioni lineari) ¢ un’equazione della forma Az = b,
dove x € Mx(n,1):

ayn Q12 ... Q1p T by
21 Q29 ... Q2p ) b2

: = (1.1)
U1 Om2 - G Tn b,

La matrice A e chiamata matrice dei coefficienti e il vettore colonna b e chiamato
colonna dei termini noti.
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Riscrivendo I'equazione ([1.1]), otteniamo un sistema di m equazioni lineari in n varia-
bili:

1121 + 12T + ... + Q1 Ty = b
a1 + a2 29 + ...+ A2 nTn = b2
Am1T1 + QpaZo + ...+ ATy = by

Notazione. i) Ogni riga ¢ un’equazione polinomiale di grado 1, tali equazioni sono dette
lineari. Abbiamo visto nel Capitolo [0} che le equazioni che descrivono rette e piani in R?
e R? sono lineari. In particolare, una retta in R3 ¢ descritta da un sistema lineare Ax = b
con A € Mg(2,3),b € Mgr(2,1).

ii) Un sistema lineare Az = b & solitamente rappresentato attraverso la sua matrice
completa (A|b) € Mg(m,n + 1), le cui prime n colonne sono quelle di A e I'ultima ¢ b:

ai i Q12 ... Qin bl

as 1 as 2 ce. Qap b2
(Ap)=| . .

U1 m2 - Qmp | by

Esempio. La matrice completa (K = Q)

Ty + 29 +x3 = 0

1 110 rappresenta il sistema lineare
pp 2.1'1—£L'Q—|—$3 =1

2 -1 1|1
Definizione 1.6. Una soluzione del sistema lineare Ax = b, € un vettore colonna s €
Mgk (n,1) le cui componenti sy, So,...,s, € K soddisfano simultaneamente tutte le m
equazioni.

Indichiamo con Sol(A|b) 'insieme di tutte le soluzioni di Az = b:

Sol(Alb) = {s € Mx(n,1) tali che As =b} C Mk(n,1).
Si dice che il sistema Az = b & risolubile se ammette almeno una soluzione: Sol(A|b) # 0.

Esempio. Sia m = n = 1, in modo che il sistema lineare sia costituito da una singola
equazione in una variabile: ax = b, con a,b € K.

Se a # 0, possiamo dividere entrambi i lati per a e otteniamo un’unica soluzione:
xr = g; ad esempio 3xr = 4 ha un’unica soluzione: z = %.

Se a = 0, 'equazione si riduce a Ox = b e abbiamo 2 sottocasi:
i) se b = 0, allora abbiamo un’equazione della forma “0 = 0%, quindi qualsiasi k£ € K ¢
una soluzione;

ii) se b # 0, allora abbiamo un’equazione della forma “0 = 1*’; che non ha alcuna soluzione.

Esempio. Sia m =n =2 (K = R) e si consideri il sistema lineare

r+y = 2
r—y = 0

La seconda equazione ¢ equivalente a x = y, sostituendo questa nella prima equazione
otteniamo 2z = 2, quindi x = 1,y = 1 ¢ 'unica soluzione del sistema lineare.
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Consideriamo ora i sistemi lineari

r+y = 2 rTH+y = 2
[){x+y =1 H){3x+3y = 6

Il sistema lineare 1) non ha soluzione poiché 2 # 1. Il sistema lineare II) si riduce
alla singola equazione x 4+ y = 2 poiché la seconda equazione e 3 volte la prima. Quindi
qualsiasi coppia (s,2 — s), s € K & una soluzione.

Primo obiettivo del corso: capire se un dato sistema lineare ha soluzioni e, in caso
affermativo, come trovarle e/o descriverle.

1.2.1 Matrici a scala

Definizione 1.7. Una matrice A € Mg(m,n) ¢ detta in forma a scala (o solo a scala) se:

 ogni riga non nulla (cioé¢ con almeno un’entrata diversa da zero) inizia con piu zeri
rispetto alla precedente;

« tutte le righe nulle (cioe con soli zeri) si trovano sotto tutte le righe non nulle.
Un sistema lineare Az = b ¢ in forma a scala (o a scala) se la sua matrice completa
(Alb) ¢ a scala.

Definizione 1.8. Sia A € Mx(m,n) una matrice a scala. La prima voce diversa da zero
(da sinistra) in ogni riga non nulla & chiamata pivot.

Osservazione. Ogni pivot ¢ posizionato su una colonna pitu a destra della colonna del pivot
“precedente”; quindi i pivot di A sono in posizioni a; ; con j > 1.

Esempio. La matrice nulla e la matrice identita sono a scala (su ogni campo K).
Le matrici (K = R)

2 -1 30 01 -2 3
0 0 4 1], 00 4 0
0 0 0 3 00 0 O
sono in forma a scala. I pivot della prima matrice sono 2, 4 e 3; nella seconda matrice i

pivot sono 1 e 4.
Le seguenti matrici (K = R) non sono in forma a scala:

2 2 3 040
1 00|, {000
000 00 3

Esempio. Consideriamo i seguenti sistemi lineari (su K = R) in forma a scala

1 -1 3|5 r1—T9+3x3 = b
i) (Ap)= 0 1 2|2 — To+2x3 = 2
0 0 1|7 T3 = 7

E facile risolverlo: 'ultima equazione restituisce z3 = 7, lo sostituiamo nella seconda
equazione e otteniamo xs = 2 — 2 -7 = —12; analogamente x; = —28, quindi Sol(A|b) =
{<_287 _]-27 7)T}

14



1 -1 3|5 r1— 2o+ 3x3 = 5
i) (Abp)=10 1 2|2 — To+2x3 = 2
0 0 017 0o =7

Non ha soluzioni, perché 0 = 7 ¢ impossibile.

. 1 -1 3|5 ZE1—$2+3ZE3 = 5
iit) (A‘b)—<o 1 22) N { Tyt 205 = 2

Nell'ultima equazione compaiono 2 variabili, quindi esprimiamo x5 in termini di z3: z9 =
2 — 213, sostituendo nella prima equazione, otteniamo z; = 5+ x5 — 3x3 = 7 — 5x3, quindi
abbiamo una variabile libera (z3) e

7— 5t 7 -5 7 -5
Sol(Alp) =< |2—-2t| |[teRy=<[2|+|-2]|t|teRy=|2]+|—-2|R
t 0 1 0 1

i) (Ap)=(1 1 =1[1) =  s+m-—a5=1

C’e solo un’equazione con 3 variabili, quindi esprimiamo una di esse, diciamo 3, in
termini delle altre due: z3 = 1 + 22 — 1, quindi abbiamo due variabili libere (27 e z3) e

s 0 0 1 0 0 1
Sol(A|b) = t t,seRy={| 0 |+|1|t+]|0|s|t.seRy=]0 |+[1|R+|0|R
s+t—1 ~1 1 1 -1/ 1 1

1 0 —-111 Ty —x3 = 1
v)(A|b):<00 12) — {1 3 5

r3 =

La seconda equazione restituisce 3 = 2, lo sostituiamo nella prima e otteniamo z; =
1 4+2 = —3, e non ci sono vincoli su zy, che ¢ quindi una variabile libera: Sol(A|b)

{(3,5,2)T | s e R}

3 3 0 3 0
Sol(Alp) =< [s||seRy =<0+ |[1|t|teR;=[0[+]|1]|R
2 2 0 2 0

Dato un sistema lineare a scala, possiamo facilmente verificare se e risolubile e, in caso
affermativo, determinare tutte le soluzioni mediante sostituzione (come sopra).

Quindi il nostro obiettivo e ora quello di trasformare un sistema lineare in uno equi-
valente (cioe avente lo stesso insieme di soluzioni), che sia in forma a scala. Lo faremo
utilizzando le operazioni elementari sulle righe.

1.2.2 Operazioni elementari sulle righe e metodo di eliminazione
di Gauss

Sia A € Mg(m,n) una matrice e siano Ry, ..., R, le sue righe. Le operazioni elementari
sulle righe sono:
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1. scambiare due righe (R; <> R;);
2. moltiplicare una riga per uno scalare non nullo a € K,k # 0 (R; — kR;);

3. aggiungere ad una riga un multiplo (anche nullo) di un’altra riga: (R; — R; + kR,
k € K).

Osservazione. Considerando le operazioni corrispondenti sulle equazioni di un sistema
lineare, ¢ facile dimostrare che le operazioni elementari sulle righe non modificano I'insieme
delle soluzioni di un sistema lineare. In altre parole, se la matrice (U|b) ¢ ottenuta da (A|b)
attraverso una sequenza di operazioni elementari sulle righe, allora Sol(A|b) = Sol(U|V).

Il metodo di eliminazione di Gauss, in breve MEG, & anche detto algoritmo di Gauss,
e prende come input una matrice A € Mg(m,n) e restituisce come output una matrice
U € Mg(m,n) in forma a scala, ottenuta da A tramite una sequenza di operazioni
elementari sulle righe. L’idea ¢ quella di “ripulire” le colonne una alla volta, da sinistra
verso destra.

Metodo di eliminazione di Gauss (MEG).
Input: A € Mg(m,n).
Passo 1. Se A ¢ in forma a scala, allora Output: U = A.

Passo 2. Sia j l'indice della prima colonna diversa da zero e sia ¢ un indice di riga tale
che a; ; # 0. Si scambino la prima riga con la riga i-esima riga per ottenere la matrice B:

0 ... 0 = ... x 0O ... 0 pr ... =
) ) - ) )

A=10 0 a;; — =10 0 b
0O ... 0 % ... % 0O ... 0 % ... %

Si osservi che p; = a;; # 0.

b
Passo 3. Per ogniriga [ # 1 tale che b, ; # 0, applichiamo la mossa: R; — R;+ (_ lu) Ry,
P1

by
in modo che b; ; diventi b ; + (— lJ) p1 = 0:

J4!
0 ... 0 pp ... =% b 0 ... 0 pp * ... %
: : Rl%Rli—J>Rl : L0
B=10 ... 0 bl’j n ¢ = ' .
. . : : : Al
0 ... 0 x ... = ’ 0o

Passo 4. “Riavviare” 'algoritmo con A" € Mg(m — 1,n’) (n’ <n).
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Osservazione. i) L’algoritmo termina dopo al pit m iterazioni.
ii) Esistono diversi modi per portare una matrice A in forma a scala, quindi I'output non
& unico!

0 -3 =5 1
Esempio. Si consideri la matrice M = |2 —4 2 6| € Mg(3,4). Utilizziamo
1 -1 3 5
I'operazione elementare sulle righe ridurla a scala:
0 -3 =5 1 Ry < Rs 1 -1 3 5 Ry ¢ Ry — 2R, 1 -1 3 5
2 -4 2 6 — 2 -4 2 6 — 0 -2 —4 —4
1 -1 3 5 0 -3 =5 1 0 -3 -5 1
1 -1 3 5 1 -1 3 5
Ry > —iR R3 <+ R3 + 3R
PR loo1 o2 2] PUETTE loo1 2 2
0 -3 -5 1 0 0 17
Interpretando M come la matrice aumentata di un sistema lineare, otteniamo:
3.1'2 — 51’3 =1 r1 — To + 3£C3 =5
2r1 —4xo +2x3 = 6 ¢ equivalente a To+2x3 = 2
Tr1 — To + 31‘3 = 95 Tr3 = 7

L’algoritmo di Gauss-Jordan ¢ un perfezionamento del metodo di eliminazione di
Gauss. Una volta portata la matrice in forma a scala, si eseguono ulteriori operazioni
elementari sulle righe per “ripulire” le colonne dei pivot, da destra verso sinistra. Piu
precisamente, per ogni pivot applichiamo la mossa 2. per trasformare ogni pivot in 1, e lo
stesso metodo del Passo 3. del MEG per trasformare in zeri le entrate “sopra” il pivot.

Il risultato finale sara una in forma a scala ridotta, cioe una matrice a scala tale che
ogni pivot & uguale a 1 e ogni pivot e I'unico elemento diverso da zero nella sua colonna.

Vediamo due esempi (K = R).

Esempio. i) Continuiamo ’esempio precedente:

Rl — Rl — 3R3
0 1 2|2 — 0 1 0]—-12 — 01 0]—-12
0 0 1|7 0o 0 1] 7 00 1| 7

Interpretando la matrice iniziale come la matrice completa di un sistema lineare, dalla
forma finale si vede subito che I'insieme delle soluzioni ¢ {(—28, —12,7)7}.
ii) Consideriamo il sistema lineare

2371 — 633‘2 -+ 2333 + 2274 = 6
—31‘1 + 9]32 + + 3%4 = -9

La sua matrice completa si riduce a:

R1 — %Rl

29 -6 226\ RR—oiR (1 -3 1 1|3\ R—R+R (1 -3 1 1
— - 0 0 1 2

-3 9 0 3|-9 -1 3 0 1|-3

$1—3I2—$4 = 3

Rlﬁg—Rz 1 -3 0 —-11|3
r3+2x4 = 0

00 1 29 O) che corrisponde a{
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Definizione 1.9. Le variabili corrispondenti ai pivot sono chiamate variabili dipendenti;
le restanti sono chiamate variabili indipendenti o variabili libere.

Nel sistema lineare
Ty —3x3— T4 = 3
r3+2x4 = 0
le variabili z9, x4 sono variabili libere, mentre x1, x3 sono variabili dipendenti e possono

essere espresse in termini delle variabili libere: x7 = 3+3xo+x4 (1% equazione), 3 = —2x4
(2% equazione):

3+3s+t 3 1 3
S 0 0 1

Sol = oy |t,s e R} = ol T2 K+ 0 K
t 0 1 0

Osservazione. L’algoritmo di Gauss(-Jordan) permette di risolvere un sistema lineare
esprimendo le variabili dipendenti in termini delle variabili libere.

Definizione 1.10. Sia A € Mg(m,n) una matrice e sia U € Mg(m,n) una riduzione a
scala di A. Il rango di A ¢ il numero di pivot di U e viene indicato con rg(A).

Si osservi che il numero di pivot di U ¢ pari al numero di righe non-nulle di U.

Esempio. La matrice nulla O € Mg(m,n) ha rango rg(O) = 0. La matrice identita
I, € Mx(n) ha rango rg(1l,) = n.

1 2 3 1 2 3

La matrice A= [2 4 6| siriducea A= [0 0 0], quindi rg(A) = 1.
3 6 9 0 00
1 23 1 23

La matrice B= |4 5 6] siriducea B = |0 1 2|, quindi rg(B) = 2.
789 0 00

Osservazione. i) Esistono diverse possibilita per portare una matrice A in forma a scala.
Pit avanti nel corso dimostreremo che tutte le riduzioni a scala di A hanno lo stesso
numero di pivot. In altre parole, il rango ¢ indipendente dalla riduzione a scala.

ii) Le operazioni elementari sulle righe preservano il rango.

iii) Poiché i pivot si trovano in colonne e righe diverse, per A € Mg(m,n), vale 0 <
rg(A) <me 0 <rg(A) <n, ovvero 0 < rg(A) < min{m,n}.

1.2.3 1l Teorema di Rouché-Capelli e il Teorema di struttura
per le soluzioni di un sistema lineare

Esempio. Consideriamo il sistema lineare

10 2 3|4

(Alp)=10 1 2 —1|5 dove o € K & un parametro.
0O -1 -2 1
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Applicando la mossa R3 — R3 + Ry, otteniamo la matrice

102 3 4
01 2 -1 5
000 0|5+«

Se 5+ a = 0, 'ultima equazione diventa “0 = 0” e abbiamo delle soluzioni: x; =
4—2[E3—3I4, i) :5—21‘3"‘1’41

4—2s—3t 4 —2 -3
B 5h—2s+t B 5 —2 1
Sol(Alb) = s | s, te Kp = ol 1115t o t]s,tekK
t 0 0 1
Se 5+ «a # 0, l'ultima equazione ha la forma “0 = 1”, quindi non esiste alcuna
soluzione.

Teorema 1.11 (Teorema di Rouché-Capelli). Sia Az = b un sistema lineare con A €
Mg (m,n) e b e Mg(m,1).
1. Il sistema lineare Az = b é risolubile se e solo se rg(A) = rg(Alb).

2. Serg(A) =rg(Alb) = r, allora esistono n —r + 1 vettori colonna v,wy,. .., Wy, €
Mg (n, 1), tali che Sol(A|b) = {v+ tiwy + -+ + ty_pwy_, : t; € K}.

3. In particolare, Ax = b ha un’unica soluzione se e solo se rg(A) = rg(A|b) =n
Dimostrazione. Applicando il MEG a (A|b) otteniamo una matrice (U|V') in forma a scala

tale che Sol(A|b) = Sol(U|V'). Ci sono 2 possibilita per (U]b'): o tutti i pivot sono a sinistra
(1), oppure c’¢ un pivot a destra (2):

— 0
0 0 0 py P2
(1| o 00 0 2 | Y 000
0 00 0 D
0 00 0 P ...
0 00 0 0 010 0 000 00 |pra
0 00 0 0 0] 0

dove i p; sono i pivot, in particolare p; # 0.

Nel caso (2), la riga (r 4+ 1)-esima richiede “0 = 1”, quindi il sistema lineare non ¢
risolubile e rg(A[b) = rg(A) + 1: rg(A) < rg(Alb).

Nel caso (1), rg(A) = rg(Alb) e nessuna riga ¢ della forma “0 = 17, quindi il sistema
lineare ¢ risolubile mediante sostituzione: ci sono r = rg(A) = rg(A|b) equazioni diverse da
zero, che ci consentono di esprimere le (r variabili dipendenti (corrispondenti ai pivot) in

termini delle n —r variabili indipendenti, quindi le soluzioni dipendono da n—r parametri.
m

Esempio. Si consideri il sistema lineare Ax = b

-2 2 =1 3|3
3 =3 6 0|0
1 -1 5 3|-3
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Dopo aver applicato I'algoritmo di Gauss-Jordan, otteniamo il sistema lineare equivalente
-1
0
0

1 0 =2 2
0 1 1 ]-1
0 0 010

Quindi rg(A) = rg(A|b) = 2 e n = 4: ci sono 2 variabili dipendenti x;, z3 e 2 variabili
libere: x5 € x4:

2+ s+2t 2 1 2
5 0 1 0

Sol(Alb) = 1 | s, te Kp = Sl lols 4 t]s,tekK
t 0 0 1

Osservazione. a) La parte parametrica della soluzione non dipende dalla colonna dei
termini noti, ma solo dalla matrice dei coefficienti. Piu precisamente questa ¢ Sol(A|0),
e.g. nell’ultimo esempio vale:

1 2
1 0
ol st |1 t]s,teKp=Sol(Al0)
0 1

b) La colonna dei termini noti contribuisce alla parte costante/fissa della soluzione
2
(e.g. (01> nell’ultimo esempio).
0
Definizione 1.12. Un sistema lineare della forma Az = 0 (ovvero i termini noti sono

tutti pari a zero) ¢ chiamato sistema lineare omogeneo.

Osservazione. Un sistema lineare omogeneo ha sempre una soluzione, ovvero x = (0, ..., 0)7,
chiamata soluzione banale.

Teorema 1.13 (Teorema di struttura per le soluzioni di un sistema lineare). Sia Az = b
un sistema lineare risolubile e sia vp € Sol(Alb) una sua soluzione particolare: Avp =b.
Allora

Sol(A|b) = vp + Sol(A|0).

In altre parole: per ogni soluzione vy € Sol(A|0) del sistema omogeneo associato, il
vettore colonna vp + vy € una soluzione di Sol(A|b); viceversa ogni soluzione di Az =b ¢
della forma vy + vp, dove vy € Sol(A|0).

Dimostrazione. Sia vy € Sol(A|0), allora A(vp + vg) = Avp + Avg = b+ 0 = b, so
Up + Vo & SOl(A|b>

Viceversa, sia v una soluzione di Az = b, allora v —vp € Sol(A|0), infatti A(v—vp) =
Av—Avp=b—-5b=0. O
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Conseguenze del Teorema di Rouché-Capelli

Concludiamo questa sezione con due conseguenze del Teorema di Rouché-Capelli.

Lemma 1.14. Sia A € Mg(m,n) una matrice con m < n. Allora, per ogni b €
Mg (m, 1), il sistema lineare Az = b non puo avere un’unica soluzione.

Dimostrazione. Per il teorema di Rouché-Capelli, Az = b ha un’unica soluzione se e solo
se n = 1g(A|b) =rg(A), ma rg(A) < min{m,n} =m < n. O

Teorema 1.15 (Teorema di Cramer). Sia A € Mxg(n) una matrice quadrata. Allora
rg(A) = n se e solo se il sistema lineare Ax = b ha un’unica soluzione per una (e quindi
ogni) scelta di b € Mg(n,1).

Dimostrazione. =] Supponiamo che rg(A) = n e consideriamo il sistema lineare Az = b
per b € Mk(n,1) arbitrario. Vogliamo dimostrare che Az = b ha una soluzione unica.

Consideriamo la matrice completa (A|b) e la riduciamo a scala utilizzando 1’algoritmo
di Gauss, ottenendo la matrice (U[d'). Poiché rg(A) = rg(U) = n e U ¢ una matrice
quadrata di tipo n x n, i pivot di U appaiono sulla diagonale:

p1ok ok Kk k| ok
0 po
(Alp) W)= 0 0

0 0 ... Dn | *

Quindi rg(A|b) = rg(U|b') = n e per il teorema di Rouché-Capelli Az = b ha un’unica
soluzione.

<] Supponiamo che il sistema lineare Az = b abbia un’unicaa soluzione per un b €
Mg (n,1). Allora, per il teorema di Rouché-Capelli vale rg(A[b) = rg(A) = n. O

Osservazione. Sinoti che per verificare se una matrice quadrata A € Mg (n) harg(A) = n,
¢ sufficiente trovare un b € Mx(n, 1) tale che Ax = b abbia un’unica soluzione, ad esempio
si verifica se Az = 0 ha un’unica soluzione.

Viceversa, se per un b € Mg(n,1) (e.g. b = 0 va bene!) il sistema lineare Az = b ha
piu soluzioni, allora rg(A) < n.

1.2.4 Matrice inversa

Per ogni k € K, k # 0, esiste k' € K tale che k- k' =k -k =1, k' & 'inverso di k.
Vale lo stesso per le matrici?

Definizione 1.16. Una matrice quadrata A € Mg(n) & invertibile se esiste una matrice
B € Mxk(n) tale che AB = BA = I,.

Se esiste una matrice B di questo tipo, essa € unica e viene chiamata matrice inversa
di A e indicata con A7

Osservazione. Se A € Mg(m,n) non ¢ una matrice quadrata (m # n), allora A non ¢
invertibile (questo fatto verra dimostrato nel proseguimento di queste note).
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Esempio. Sia A = il)) i) € Mg(2). Vogliamo determinare se A ¢ invertibile, quindi
cerchiamo una matrice X € Mg(2) tale che AX = I, e poi verifichiamo che XA = I5:
T1,1 + 2$271
1 0 _ 1 2 T11 T12 _ x1,1 + 21’2’1 X1,2 -+ 21’272 31’1’1 + 4.%'271
0 1 3 4) \x21 T2 3x11 +4re1 3w12+ 4o Ti9 + 2199
31‘172 + 41’272

_— o O =

Il sistema lineare ¢ equivalente a due sistemi lineari (uno nelle variabili 11,227 € uno

nelle variabili x; 5, 9 2), entrambi aventi A come matrice dei coefficienti:

B3 E) -0 630

Usiamo l'algoritmo di Gauss-Jordan per risolverli contemporaneamente!

Ri — R+ Ry
1 2/1 0\ RBs—=Rs—3R (1 2|1 0\ R——iR 10
(A’[2>_<3 4]0 1) 7 (0 2| -3 1) — 0 1

-2 1

-2 1
3/2 —1/2

Quindi B = <3 /2 —1 /2> soddisfa AB = I, ed e facile verificare che vale anche BA = I5:

A ¢ invertibile e A~ = B.

Teorema 1.17. Sia A € Mx(n) una matrice quadrata. Le sequenti sono equivalenti:

1. A ¢ invertibile;

2. rg(A) =n;

3. per ogni scelta di b € Mg (n, 1), il sistema lineare Ax = b ha un’unica soluzione.

Dimostrazione. Dal teorema di Cramer (Teorema |1.15)) sappiamo che 2. e 3. sono equiva-

lenti, quindi restano da dimostrare le due implicazioni: 1 = 3 e 2 = 1.

1. = 3.] Supponiamo che A sia invertibile e consideriamo il sistema lineare Az = b,
per un b € Mg(n,1). Allora x = A~'b ¢ una soluzione: A(A™'b) = (AA™ b =1I1,b=10;e
ogni soluzione ha questa forma: Ax =b = A"'Azx = A"'b = 2 = A7'b. Quindiz = A~ 'b

¢ P'unica soluzione.

2. = 1.] Il rango di A & n, quindi in base al teorema di Cramer possiamo risolvere
qualsiasi sistema lineare Ax = b con b € Mk(n, 1), e la soluzione & unica. Consideriamo

gli n sistemi lineari:

0
X1,1 1 T1,2 1 Tin 0
T21 0 T2 Ton :
A . = 1.1 A . =10 ) et A =1
: : : . 0
Tn,1 0 Tn,2 0 Tnn 1

e siano by, bo, ..
matrice le cui colonne sono by, b, . .
dobbiamo dimostrare che BA = I,,.
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., bn € Mxk(n,1) le loro soluzioni. Definiamo B € Mk(n,n) come la
., by. Quindi, per costruzione, B soddisfa AB = I,,; e
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Consideriamo ora il sistema lineare Bx = 0. Applicando A ad entrambi i lati otteniamo
A(Bz) = A(0) =0 = I, = 0 = z = 0. Quindi Bx = 0 ha un’unica soluzione e per
I'equivalenza 2. < 3. (Teorema di Cramer) rg(B) = n.

Ripetendo il ragionamento fatto per A con la matrice B, troviamo una matrice C' tale
che BC = I, = AB, allora

A=Al,=ABC)=(AB)C =1I1,C=C
In altre parole B é invertibile, A = C', e quindi anche A ¢ invertibile. O

In pratica, data una matrice quadrata A € Mk(n), per determinare se & invertibile
e trovare la sua inversa, dobbiamo risolvere n sistemi lineari in n variabili, tutti aven-
ti A come matrice dei coefficienti, quindi ¢ pitt conveniente risolverli simultaneamente
utilizzando 'algoritmo di Gauss-Jordan (come negli esempi). Visivamente, ci sono 2 casi:

i) (A|L,) S (1 1B) allora A ¢ invertibile e A~! = B
i) (A|L,) “"=289 (A7)%) dove A’ ha una riga nulla; allora A non & inveribile

Esempio. Determiniamo l'inversa (se esiste) delle seguenti matrici:

1 01 11
NA=[2 1 6| e Ma@3), z’i)M:<2 2>EMR(2)
3 0 2

Ri — R1+ R3
Ry — Ry — 2Ry Ry — R3 +4R3
0O 11 0 0 Rs — Rs — 3R, 1 0 1 1 0 0 Rs — —Rs 100
1 6/{0 1 0 — 01 4]-210 — 010
0 2/0 0 1 00 —1]-3 0 1 0 0 1
-2 0 1
Quindi C = [ —-14 1 4 | soddisfa AB = I3 = BA = I5: A ¢ invertibile e A™! = B.
3 0 -1

) 1 1]1 0 R2—>&>—2R1 1 111 0
“lg 9]0 1 0 0l—2 1

e non possiamo continuare, perché il sistema lineare non ha soluzioni. Questo significa
che M non ¢ invertibile, infatti rg(M) =1 < 2.

Concludiamo osservando come si comporta l'inverso rispetto al prodotto righe per
colonne e alla trasposizione.

Proposizione 1.18. Siano A, B € Mg(n) matrici invertibili, allora
i) AB ¢ invertibile e (AB)™' = B~1A~L.
i) AT ¢ invertibile e (AT)™t = (A~1)T.
Dimostrazione. i) (AB)(B™'A™') = A(BB YA ' = A[LA7' = AA™' =1,.
Analogamente, (B~'A™1)(AB) = I,,.
i) AT(A )T = (A1AT = 1T =1,.
Analogamente, (A™)TAT = (AAHY =T =1,. O
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1.3 Determinante

In questa sezione vediamo uno strumento che permette, attraverso semplici calcoli fatti
solo da somme e prodotti di scalari, di rispondere ad una sola ma decisiva domanda:
quand’é che una matrice quadrata A € Mg(n) ha rango massimo rg(A) = n?

Questo sara utile nel prossimo capitolo per testare la (in-)dipendenza lineare dei vettori.

Definizione 1.19. 1l determinante ¢ una funzione det : Mg(n) — K definita ricorsiva-
mente:
(n=1) det(ai1) = a11;
(n > 2) espansione di Laplace: det(A) = > (—=1)"a,; det(A;;), dove i & un indice riga
=1
fissato e fl” € Mx(n — 1) & la matrice ottenuta da A rimuovendo la riga i—esima
e la colonna j—esima.

Esempio. K=R,: = 1:

123
det |4 5 6| = (—1)"""1det 50 + (=1)"*22 det 10 + (=1)"*33 det 10
. 8 9 79 78

Fatto 1.20. i) Il determinante di una matrice A € Mg(n) non dipende dallo sviluppo
scelto.

ii) det(A) = det(AT).

Da ii) segue che alternativamente si puo considerare lo sviluppo di Laplace lungo
n

una colonna fissata (la j-esima): det(A) = > (—1)""a;;det(A;;), dove (come sopra)
i=1

A, ; € Mg(n — 1) e la matrice ottenuta da A rimuovendo la riga i—esima e la colonna

j—esima.

Esempio. Calcoliamo il determinante di una matrice arbitraria di tipo 2 x 2, sviluppando
lungo la prima colonna:

det (Z Z) = (=1)""adet(d) + (~1)"cdet(b) = ad — be.

I

0
2
3

oow

Esempio. Calcoliamo il determinante della matrice A = ( ) € Mg(3,3). Sviluppia-

mo lungo la seconda colonna:

40 3
det [1 2 0| = (=1)*0det Ayy + (=1)*22det Ayy + (—1)**33 det Ay
730

= 2det<;1 g>—3det<‘1l 3):2(4.0—7.3)—3(4.0—1-3):—42+9:—33

Osservazione. Se a; j = 0, allora non ¢ necessario calcolare il determinante della matrice

A

A; ;, quindi & opportuno selezionare la riga/colonna con il numero piu alto di zeri.
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Esempio. Espandiamo la matrice A lungo la terza colonna:
4
1
det 7 3

w N O

3
0| = (=1)**'3det Ag,+(—1)**20det Ago+(—1)**30det Ag5 = 3det <1 2) — _33
730

Vediamo ora alcuni casi particolari:

Definizione 1.21. A ¢ una matrice triangolare superiore se a;; = 0 per ogni j < i.
A ¢ una matrice triangolare inferiore se a;; = 0 per ogni j > 1.
A ¢ una matrice diagonale se a;; = 0 per ogni j # 1.

. 012\ ., . ) 100y ., . e 100y . ..
Esempio. (8 ! :f) e triangolare superiore, ( 20 01) ¢ triangolare inferiore (8 0 01> e dia-
gonale. La matrice identita [,, ¢ una matrice diagonale e ogni matrice a scala e triangolare

superiore.

Lemma 1.22. Sia A € Mg(n) matrice triangolare. Allora det A = ay1 - asa -+ Gpp; in
particolare, det(I,) = 1.

Dimostrazione. Sviluppando ripetutamente lungo la prima colonna/riga otteniamo det A =
ajpdet Ay =aq1-ags - Gpp. L

Teorema 1.23 (Formula di Binet).
Siano A, B € Mx(n) matrici quadrate, allora det(AB) = det(A) - det(B).

1
Corollario 1.24. Sia A € Mx(n) una matrice invertibile, allora det(A™') = Tt A

e
Dimostrazione. 1 = det(I,,) = det(AA™) = det(A) - det(A™'), so det(A™!) = . O

1.3.1 Interpretazione geometrica del determinante

Siano v = (1) e w = (i) due vettori liberi di R%. Consideriamo il parallelogramma

definito da v e w e ne calcoliamo l'area (vedi Figura).

Il rettangolo di vertici opposti O e v + w ha area (v; + wy)(ve + wo)
e puo essere diviso in 7 parti (figura): il parallelogramma (bianco); 2
rettangoli congruenti (in giallo, di area wjvs); e 2 coppie di triangoli
congruenti (in rosso e blu, di area wyws/2 e vivy/2).
Quindi I'area del parallelogramma bianco e¢ data da

U+ w
U2+w2

Wa

Area = (v1 + wy)(vg + we) — 2(wqva) — 2(wywe/2) — 2(v1v9/2)

= (’Ul'UQ + wyv9 + vViwe + wlwg) — (Ul’UQ -+ 211)1'112 —+ wlwg)

v1 + wq = vjwy — wive = det (Ul wl) = —det (wl Ul)

U1

@)
V2 W2 Wz V2

Quindi il determinante della matrice A € Mg(2) di colonne v e w ¢ 'area orientata (cioe
con segno) del parallelogramma: se per andare da v a w si ruota in senso antiorario (come
in figura) allora det A = Area, se invece si ruota in senso orario, allora det A = —Area,
infatti det( s vi ) = —Area perche (in figura) per andare da w a v si ruota in senso orario.
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Analogamente, per A € Mg(3), il suo determinante det(A) ¢ il volume con segno
del parallelepiedo p di lati le colonne ¢y, ¢9,c3 di A. Piu precisamente det A = Vol(p) se
i vettori ¢, ¢g, ¢3 (in quest’ordine!) sono orientati secondo la regola della mano destra;
altrimenti vale det A = —Vol(p). In generale abbiamo la seguente

Proprieta. Sia A € Mg(n) e siano cy, ..., c, € R" le sue colonne. Allora il determinante
di A é il volume orientato del politopo di lati cq,...,c, € R™.

1.3.2 Determinante e operazioni elementari sulle righe
Fatto 1.25. Sia A € Mg(n) una matrice quadrata, e siano Cy,...,C, € Mg(n,1) le
sue colonne: A= (Cy,...,C,). Allora valgono le sequenti proprieta.

1. 1l determinante ¢ multilineare, cioé: tenendo fisse tutte le colonne meno una, la
funzione determinante det é lineare (vedi Capitolo @), ovvero additiva, e rispetta il
prodotto per scalare; cioé per ognii =1,...,n, D € Mg(n,1) e A € K valgono:

CL) det(Cl, Ce Cl',l, Cz -+ D, Ci+1, cey Cn) = det(C’l, R 7Ci71; Ci, CiJrl, ce 7Cn>+
det(C’l, ey Ci—17 D, Oi+1> ey On)
b) det(C’l, ce 7Ci—17 )\CZ, Ci+1, ceey Cn) = )\det(Cl, ceey Ci—la CZ', Ci—i—la ce 7Cn)

2. Se la matrice ha due colonne uguali allora det A = 0, cioé se esistono i < j €

{1,...,n} tali che C; = C; allora
det(C’l,...,C’i,...,Cj :CZ,,CR) =0
Dal fatto che det(A) = det(AT), e quindi che quanto detto per le colonne vale anche
per le righe, otteniamo le seguenti proprieta.

Proprieta. Sia A € Mg(n) una matrice quadrata. Le operazioni elementari sulle righe
influiscono sul determinante come seque:

o, R; < Rj
o scambiare due righe (i #j): A — ° B:det B= —det A.

o moltiplicare una riga per uno scalare k € K: A — B :det B = kdet A.

R, —> R, + kRj
—

o sommare ad una riga un multiplo di un’altra riga: A B :detB =
det A.
La prima proprieta dice che il determinante ¢ alternante.
Dimostrazione. Visto che det(A) = det(AT), dimostriamo le analoghe proprieta sulle

colonne, usando la stessa notazione del Fatto [1.25]
La prima proprieta segue dalla seguente catena di uguaglianze, in cui vengono usate

l.a) e 2. del Fatto [L.25}
0=det(C,...,C;+Cj,....,Ci+Cj,...,Cy)
=det(Cy,...,Cy,...,Ci+Cj,...,Cy) +det(Ch,....Cj,...,C; +Cj, ..., C)
=det(C,...,Ciy ..., Csyo,Cp) +det(Ch, ..., Cyy ., Cyy o C)F
det(Cy,...,Cj,...,Ci ..., Cp) +det(Ch,...,Cf, ..., Cf, ..., C)
=0+det(Cy,...,Cs, ..., C4, ..., Cp) +det(Cy,...,Cj,....Ciy ... ,CL) +0
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La seconda proprieta ¢ 1.b) del Fatto m
La terza proprieta segue dalla seguente catena di uguaglianze, in cui viene usata 1. del

Fatto [[.25

det(C’l,...,C’i—i—/{;Cj,...,Cj,...,Cn):det(C’l,...,C’i,...,Cj,...,C’n)—i—det(C’l,...,kC’j ...,Cj,...
:det(C’l,...,Ci,...,Cj,...,Cn)—|—kdet(C’1,...,Cj,...,Cj,...

:det(C’l,...,C’i,...,Cj,...,Cn)+0 O

Osservazione. Si noti che dalla seconda proprieta segue che per ogni A € Mg(n) e A € R
vale det(AA) = A" det(A).

Esempio. Siano A, B € Mg(3) matrici invertibili con det A = —2, det B = —3. Allora

1 1N3 (det A2 1
det (B‘6A2B5) — () (det A" 1
2 2) “detB 6

00-35
Esempio. Calcoliamo il determinante della matrice A = (% 8¢ ;) € Mg(4). Iniziamo
30 6 9
sviluppando lungo la seconda colonna:
O _3 5 R3 N %Rg O _3 5 RQ N RQ - 2R3 0 _3 5
det A = 8det|2 4 7 = 24det |2 4 7 = 24det |0 0 1
3 6 9 1 2 3 1 2 3
0 -3
= —24det (1 9 ) = -T2

Concludiamo questo capitolo dando una caratterizzazione delle matrici invertibili in
termini di determinante.

Teorema 1.26 (Caratterizzazione delle matrici invertibili). Sia A € Mg (n) una matrice
quadrata. Le sequenti sono equivalenti:

1. A ¢ invertibile;

2. 1g(A) =n;

3. per ogni scelta di b € Mxg(n,1), il sistema lineare Az = b ha un’unica soluzione.
4. det(A) # 0.

Dimostrazione. Dal Teorema [1.17], sappiamo che 1. < 2. < 3., quindi ci resta solo da
dimostrare che 1. < 4..

1. = 4.] Come nella dimostrazione del Corollario[l.24] se A ¢ invertibile, allora det(A)-
det(A™') = 1, quindi det(A) # 0.

4. = 1.] Supponiamo ora che det(A) # 0. Applicando il MEG trasformiamo A in una
matrice U ridotta a scala con det(U) = cdet(A), con ¢ € K, ¢ # 0, quindi det U # 0.
Essendo ridotta a scala, U ¢ anche triangolare superiore: 0 # det(U) = uy 1 - - - Uy, quindi
i pivot appaiono sulla diagonale (si ricordi che i pivot sono sempre in posizione u; ; con
J>i):

Uk *  eee %
0 U292 * s *
U= 0 0
0 0 Un.n
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Otteniamo che n = rg(U) = rg(A), quindi A ¢ invertibile. O

Piti in generale vale il seguente teorema, che lega il rango di una matrice (non neces-
sariamente quadratal!) con i determinanti delle sue sottomatrici quadrate.

Non dimostreremo questo risultato, ma invitiamo il lettore a dimostrarlo lui stesso,
dopo aver letto il prossimo capitolo.

Notazione. Sia A € Mg (m,n) una matrice, e siano I C {1,...,m} e J C{l,...,n}
due insiemi di cardinalita & (cioé stiamo scegliendo k righe e k colonne di A). Denotiamo
con A;y € Mx(k) la sottomatrice ottenuta considerando solo gli elementi su queste k
righe e k colonne:

123 ay LTibA
a-lo 12 1| 7728 Ay = G _41>
2 5 8 7
Teorema 1.27 (Teorema degli orlati). Sia A € Mg(m,n), allora rg(A) = r se e solo se:
o esistono I C {1,...,m} e J C {1,...,n} due insiemi di cardinalita r tali che
det A[’J 75 0.

o una qualunque scelta di r+1 righe I' C{1,...,m}, e p+1 colonne J' C {1,...,n},
conl CI'" e JCJ, soddisfa det Ap y = 0.

Nel secondo punto stiamo aggiungendo un “orlo” alla matrice Ay s, la stiamo “orlando”
aggiungendo una riga ed una colonna, da qui il nome del teorema.

Esempio. Nell’esempio precedente la matrice A ha rango rg(A) = 2, infatti la terza riga

si ottiene sommando alla seconda riga il doppio della prima: R3 = 2R; + R».

Verifichiamolo usando il criterio degli orlati: det ? _41 = —6 # 0, mentre i

determinanti delle due matrici che orlano Ay ; sono entrambi nulli:

12 4 2 3 4
01 —1|=1-1242-(—6) =0, 12 —1|=2-(22)=1-(=11)+5-(=11) =0.
2 5 7 58 7

Corollario 1.28. Sia A € Mg(m,n). Se esistono I C{1,...,m} e J C{1,...,n} due
insiemi di cardinalita k tali che det Ay ; # 0, allora rg(A) > k.
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Capitolo 2

Spazi vettoriali

Nel primo capitolo abbiamo discusso I'aspetto algebrico degli oggetti che abbiamo intro-
dotto: matrici, sistemi lineari, soluzioni e determinanti.

In questo capitolo inizieremo a considerarli da un punto di vista geometrico che gene-
ralizza cio che abbiamo visto nell’Introduzione e spieghera alcune scelte fatte nel capitolo
precedente.

2.1 Spazi vettoriali

Definizione 2.1. Uno spazio vettoriale su un campo K e un insieme V' dotato di due
operazioni interne: una somma + : V x V — V e un prodotto per scalare - : K x V. — V
che soddisfano

SV1) Yu,v,w € V: (u+v)+w=u+ (v+w) (+ & associativa)
SV2) Yo,w € V: v+w =w+v (4 ¢ commutativa)
SV3) 0 € V:v+0=0+v=v Yo eV (il vettore nullo ¢ 'elemento neutro di +)
SV4) Yo e V.3 € V: v+ v =0 4+ v =0 (esistenza dell’opposto)
SV5) Ve, d e Ko e Vi (¢-d)-v=c-(d-v) (- ¢ associativo)
SV6) Yo € V:1-v=wv (1 € K ¢ 'elemento neutro di -)
SVT7) Ve,d e Kjv e Vi (c+d)-v=c-v+d-v (distributivita)
SV8) Vee Kjv,w e V: ¢ (v+w) =c¢- v+ c-w (distributivita)
Gli elementi di uno spazio vettoriale sono chiamati vettors.

Notazione. A volte si dice anche che V' & un K-spazio vettoriale.

Esempio.
o I vettori liberi in R? e R? formano uno spazio vettoriale su R (con le operazioni viste
nell’Introduzione).
e Mxk(m,n) & uno spazio vettoriale su K (con le operazioni definite nel Capitolo [1));
in particolare lo ¢ Mg(m, 1) = K™.

o L’insieme delle funzioni reali continue C°(R) con le operazioni (f + g)(z) = f(z) +
g(x), Af)(z) = Af(x), & uno spazio vettoriale su R.

29



« L’insieme dei polinomi K[t] = {32}_, axt*} a coefficienti in K & uno spazio vettoriale
su K rispetto alle operazioni usuali:

max(ni,n2) n

<§: akt”“) + (i bktk> = Y (a+b)t", A <2n: a,ﬁ) = > (Aa,)t"

k=0 k=0

 L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo Sol(A|0), A € Mg (m,n) &
un K-spazio vettoriale rispetto alle operazioni di somma e prodotto per scalare per
le matrici: siano vy, v2 € Sol(A|0) e sia A € K, allora

A(Ul—f—UQ)ZAUl—f—A’UQ:O—f-O:O A()\’Ul):)\Al)lz)\O:O

Notazione. Ci sono due zeri in circolazione: lo scalare zero e il vettore nullo. Se non
e chiaro dal contesto, risolveremo questa ambiguita indicando con Ok lo scalare zero e con
Oy il vettore nullo di V.

Osservazione. i) 11 vettore nullo € unico. Siano 0,0" € V' due vettori che soddisfano SV3,
allora 0 =0+0" =0".

ii) L’opposto di v € V' & unico. Siano vy, vy due vettori che soddisfano SV4: v + vy =
v4vy =0, allora vy =v; + 0 =01 + (v+v2) = (V1 +v) + vy =0+ vy = vy.

iii) O - v = Oy. Infatti, Ogx -v = (Ox + Ok ) - v = Ok - v + Ok - v, da cui segue 0y = Ok - v.

iv) A0y = Oy. Infatti, AOy = A(Oy + Oy) = A0y + AOy, da cui segue A0y = Oy .

v) Vale la legge di annullamento del prodotto: A-v =0y = A = 0g 0 v = Oy. Sia
A # 0, allora Oy = A0y = A" (w) =1-v=vw.

vi) L’opposto di v € V ¢ v/ = (—1) - v = —v. Infatti, (v+ (—=1)v) = (14 (—1))v =
O]K U = Ov.

2.2 Sottospazi vettoriali

Definizione 2.2. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Un sottoinsieme W C V ¢
un sottospazio vettoriale (e si scrive W <'V') se valgono le seguenti tre condizioni:

Sl) Oy € W,
S2) Ywy,we € W vale wy + we € W (W & chiuso rispetto alla somma);
S3) Vwe W e le€ Kvale A-w e W (W e chiuso rispetto al prodotto per scalare).

Osservazione. Queste tre condizioni ci assicurano che W ¢ uno spazio vettoriale su K con
le operazioni ereditate/indotte da V.

Esempio.
e W = {Ov}ﬂv, V«aV.

o L’insieme delle funzioni differenziabili reali C!'(R) ¢ un sottospazio vettoriale di

CO(R).

« L’insieme dei polinomi K[t|<; = {p(t) € K[t] | deg(p) < d} di grado < d ¢ un
sottospazio vettoriale di K[t]. Pili precisamente:

K[t <q < K[t]cgsn <K[t], for k € N.
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e {(z,y,2)7 €eR? |2 >0,y >0} e {(r,y,2)T € R* | xy > 0} non sono sottospazi
vettoriali di R2.

o I sottospazi vettoriali di R? sono: il sottospazio banale {Og2}, R? stesso, e le rette
passanti per 'origine Ogz = (0,0)7.

o I sottospazi vettoriali di R? sono: il sottospazio banale {Ogs}, R? stesso, le rette
passanti per 'origine Ogs = (0,0,0)7 e i piani passanti per I'origine Ogs.

« L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo Sol(A[0), A € Mg(m,n) &
un sottospazio vettoriale di Mx(n, 1), per esempio W = {(x,y,2)T € R? | x + 2y —
z=0} <R3

o L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare non omogeneo Sol(Ab), b # 0 non &
un sottospazio vettoriale di V= Mxk(n, 1), visto che b # A -0y = 0, per esempio
W = {(z,y,2)T € R® | 242y — 2 = 1} ¢4 R3 (questo & un sottospazio affine, ne
parleremo alla fine del capito).

2.3 Combinazioni lineari

Definizione 2.3. Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K, e sia {vq,...,v,} C V un
sottoinsieme finito di vettori.
Una combinazione lineare di {vy,...,v,} ¢ un elemento di V' della forma

)\1U1+/\2U2+---+/\nvn con Al,)\Q,...,AnGK.
L’insieme di tutte le combinazioni lineari di {v1, ..., v, } & chiamato span di {vy, ..., v, }:

Span(vy, ..., v,) = {\vr + Ave + ...+ Avp | A1, e, A € KT

Proposizione 2.4. Sia V' uno spazio vettoriale K e sia {vy,...,v,} CV un sottoinsieme
finito di vettori. Allora Span(vy,...,v,) € un sottospazio vettoriale di V.
Dimostrazione. S1) Scegliamo A\; = Ay = ... = X\, = Og: Ogvq +Ogve + ...+ O0gv, =0y €

Span(vy, ..., Up,).
S2) Sianou = Y1 | v ew = Y1 pv;, allora u+w = Y7 (Ni+pi)v; € Span(vy, ..., v,).
S3) Sia u = Y1, A e sia v € K| allora yu = >0 | (y\;)v; € Span(vy, ..., Up). O
Esempio. 1. K[t]<4 = {p(t) € K[t] | deg(p) < d} = Span(1,¢,...,t%).

2. In K3 (= Mx(3,1)) sia § = {(1), (o)},auora

span(s) = {A (1) + de(8) | M do € K} = {(AA“) ]Al,AgeK}

2

3. Analogamente, sia S = {(é), (?), ( 5 ), (8)}, allora

0 0
Span(S) = (SLA% ) | At Ao, gy Ay € K}
A3+
Osservazione. Si noti che un sistema lineare Ax = b e risolvibile se e solo se b ¢ una
combinazione lineare delle colonne di A! In altre parole, Ax = b & risolvibile se e solo se
b € Span(cy, ..., cy), dove ¢; € Mxg(m, 1) sono le colonne di A € Mg(m,n).
. (1 2 1 . Coe . . 1 A
Per esempio (n = 3): (%) € Span (((2)), (—01 )), infatti, il sistema lineare ( ! ) (/\;) =

(i) ¢ risolubile (A} =1, Ay = —1).

N ON
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2.3.1 Generatori

Definizione 2.5. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K.

Si dice che linsieme {vy,...,v,} C V genera V (o che {vy,...,v,} & un insieme
di generatori di V., o che vy,...,v, generano V') se Span(vy,...,v,) = V; cioé se ogni
elemento in V' si puo scrivere come combinazione lineare di {vy, ..., v,}.
Osservazione. i) Essere generatori di V' significa che {vi,...,v,} sono sufficienti per
descrivere V.

ii) Se {vy,...,v,} C{v1,. .., Un, Vny1,...,0s} € Span(vy,...,v,) =V, allora

Span(vy, ..., Un,...,05) = V.

Esempio. Continuiamo gli esempi di prima.
L. {1,¢,...,t%} genera K[t]<4.

1

2. {((1)>’ ((1))} non genera K3, e.g. il sistema lineare

non ¢ risolubile.

3. {(é), ((1)), (_%1), (?)} ¢ un insieme di generatori di K3, infatti il sistema lineare

0/7\0
10 1 0|bh
01 01 by
00 —1 1|0

¢ risolubile per ogni (by, by, b3)T € K3,

Osservazione. Quanti elementi deve avere un insieme di generatori di K™?

E necessario che la matrice “corrispondente” (con m righe) abbia m pivot a sinistra (in
modo che il sistema lineare sia risolubile), quindi occorrono almeno m colonne: in altre
parole, un insieme di generatori di K™ ha almeno m elementi!

2.3.2 Indipendenza lineare

Esempio. i) T = {1,¢,t%,¢*} ¢ un insieme di generatori di K[t]<3, e p(t) = (1 4+ t)* pud
essere scritto in modo univoco come combinazione lineare dei vettori in T: (1 + t3) =
1+3t+3t2+t31. o 1 o

ii) 52 = {<8>’(é)’ (31>,<(1))} ¢ un insieme di generatori di K3, e ogni v € K3
(e.g. (—53>) puo essere scritto in diversi modi come combinazione lineare dei vettori in

S. Infatti per il teorema di Rouché-Capelli 'insieme delle soluzioni del sistema lineare

10 1 0f 2
01 2 0|-3
00 -1 1| 5
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2 —t
dipende da un parametro: Sol = {(‘03) + <_t2t> |t € K}
5 t
Vogliamo eliminare questa molteplicita di rappresentazioni ed ottenere una rappresen-

tazione univocal

Osservazione. In K™, se consideriamo piu di m vettori, non possiamo avere una rappre-
sentazione univoca (se esiste): infatti, la matrice “corrispondente” (con m righe) avrebbe
pitt colonne che righe (vedi Lemma [1.14)).
In altre parole, nell’esempio precedente 'ambiguita deriva dal fatto che abbiamo troppe
variabili, cioe troppi vettori. Quindi 'idea e quella di rimuovere dei vettori.
).

Esempio. Continuiamo I’esempio precedente e consideriamo la rappresentazione di (

[elenlen)

Risolviamo il corrispondente sistema lineare omogeneo

10 1 0]0
01 2 010
00 -1 110

—t
Per il Teorema |1.13] le soluzioni del sistema lineare omogeneo sono {<Et> |t e K}
t

e prendendo ¢ = 1 otteniamo (_%1) = (é) —1—2(2) — 1(%) € Span((é), (g), (?)), quindi

possiamo rimuovere (_21> da S senza cambiare lo span: Span(S) = Span((é), (g), (%))

Definizione 2.6. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Un sottoinsieme finito

{v1,...,v,} CV &un insieme di vettori linearmente indipendenti se Ay - v+ -+ Ay - v, =
OV<:>)\1::)\n:0K
Si dice che {vy,...,v,} C V & un insieme di vettori linearmente dipendenti, se non

¢ un insimee di vettori linearmente indipendenti, cioe se esistono scalari non tutti nulli
A, .oy Ay tali che Ay - v + -+ A\, - v, = 0y

Osservazione. a) Essere linearmente indipendenti significa che non abbiamo informazioni
ridondanti.

b) Se S = {v1,...,v,} & un insieme di vettori linearmente indipendenti, allora qualsiasi
sottoinsieme di S ¢ un insieme di vettori linearmente indipendenti.

c¢) Due vettori vy, v € V sono linearmente dipendenti se e solo se uno ¢ multiplo dell’altro
d) {Oy,ve,...,v,} CV & un insieme di vettori linearmente dipendenti.

e) Se {vy,...,v,} CV & un insieme di vettori linearmente dipendenti, allora

{v1,. ., Un, Upy1,...,0s} CV & un insieme di vettori linearmente dipendenti.

Esempio. i) {1,¢,...,t?} ¢ un insieme di vettori linearmente indipendenti di K[t]<g.

i) S = {(é), (§>’ ( _%1 ), (El)))} e un insieme di vettori linearmente dipendenti, infatti

(3) +2(3) —1(2) - 1(9) = ():

) sono linearmente indipendenti, infatti il sistema lineare omogeneo

if)

O

).

—OM

1 11]0

1 0]0

0 1]0
ha (0,0)7 come unica soluzione.
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Proposizione 2.7 (“di scarto”/ “di aggiunta”). Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K
e sia {vy,...,v,} CV un sottoinsieme finito.
1. {v1,...,v,} € un insieme di vettori linearmente dipendenti se e solo se uno dei
vettori € una combinazione lineare degli altri.

2. Se{vy,...,v,} éuninsieme di vettori linearmente indipendenti, allora vy, ..., Vp, Vpi1
sono linearmente dipendenti se e solo se v,y € Span(vy, ..., v,).
Dimostrazione. 1. =] Se vy, ..., v, sono linearmente dipendenti, esistono A;,..., A\, € K

non tutti pari a zero (ad esempio \; # Ok), tali che

Z)\Z‘Ui:OV:Uj: Z —<§\\Z> (]

i=1 i=1,i#j J

n k—1 n
<] Se vy, = Z a;v; (o € K), allora Z a;v; + (—1)vg + Z o;v; = 0.
i—1

i=1,i#k i=k+1

2. Esercizio. L
Teorema 2.8. Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K, sia {vy,...,v,} CV un insieme
di vettori linearmente indipendenti e {wy, ..., wy,} CV un insieme di generatori. Allora
n<m.

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema per assurdo. Supponiamo quindi che le ipotesi
valgano e inoltre che m < n, e cerchiamo una contraddizione.

Poiché v; € V' = Span(wy,...,w,), esistono scalari Ay,..., A, € K tali che v; =
Awy + - -+ Apw,,. Poiché vy # 0y, non tutti i \; sono zero, senza perdita di generalita
possiamo supporre che \; # Ok, quindi

m
)\111)1 =1 — )\2’[1)2 — ... )\mwm — w1 = )\1_1’01 — Z()\l_l)\l)wl
i=2
Quindi V' = Span(wy, ws, . .., w,,) = Span(vy, ws . . ., Wy,).

Consideriamo ora vy € V' = Span(vy, wy, ..., w,,): esistono scalari py, pa, ...,y € K,
tali che vo = vy + pows + - -+ 4+ ppwy,. Poiché vy, ve sono linearmente indipendenti,
non tutti ps, ...,y sono zero e senza perdita di generalita possiamo assumere ps # Ok,
quindi

m
wy = — (g pn)or + iz e = Y () wi
i=3
Quindi V' = Span(vy, wg, w3, ..., wy,) = Span(vy, vg, w3, . . ., Wy, ).

Ripetendo questo processo m-volte (m < n), otteniamo V' = Span(wy, ..., w,) =
Span(vy, ..., vy), quindi v,,+1 € Span(vy, . .., v, ), contraddicendo il fatto che vy, ..., Uy, Vi1
sono linearmente indipendenti. O

Spazi finitamente generati

Definizione 2.9. Uno spazio vettoriale V' e finitamente generato se esiste un sottoinsieme
finito {vy,...,v,} CV tale che V = Span(v,...,v,).

Esempio. o K[t]<q = Span(1,t,...,t%) & finitamente generato.
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o K", Mg(m,n) sono finitamente generati.

1 0 0
0 1 0
anspan 0 ’ 0 9 3
: : 0
0 0 1
10 0 010 -0
00 ---0 000 ---0
A4K<W%7w ::Span . . . . ’ . . . . . y e
00 ---0 0 00 0

)

0

0
0

0

0
0

0

0
1

o Se V e finitamente generato, allora ogni suo sottospazio vettoriale W <V e finita-

mente generato.

Esempio.

o K[t] non ¢ finitamente generato: le combinazioni lineari che possiamo

ottenere da un insieme finito di polinomi non possono avere un grado arbitrariamente

elevato.

e C°(R) non ¢ finitamente generato.

Buone notizie! In questo corso consideriamo solo spazi vettoriali finitamente generati.
D’ora in poi, ogni spazio vettoriale che consideriamo sara implicitamente assunto come

finitamente generato.

2.4 Basi e dimensione

Definizione 2.10. Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K.
Una base di V' ¢ un insieme ordinato B = {vy, ..
indipendenti che generano V.

1 0 0
0 1 0
Esempio. « &= Of,10], i
: : 0
0 0 1
el e €n
» Analogamente,
10 - 0 010 0 0
00 - 0 0 00 0 :
5: 9 . I I i
: 0
0 0 0 0 00 0 0

¢ una base di Mg(m,n) chiamata base canonica.
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e Per ogni a € K l'insieme { (é) , (?)} ¢ una base di K2,

o £={1,t,...,t%} & una base di K[t]<4 chiamata base canonica.

Essere una base significa che {vy,...,v,} sono sufficienti per descrivere V, e non ci
sono ambiguita. Infatti:

Proposizione 2.11 (Esistenza ed unicita delle coordinate). Sia V' uno spazio vettoriale

sul campo K, e sia B = {v1,...,v,} CV una base di V. Allora ogni elemento di V' puo
essere scritto in modo unico come combinazione lineare di {vy,...,v,}.
Dimostrazione. V = Span(vy, ..., v,), quindi per ogni v € V esistono Ay, ..., A, € K tali

che v=Avi + ...+ \u,.
Per dimostrare I'unicita, scegliamo due rappresentazioni di v:

V=AU F .. AUy, V= 101 + ...+ fpUn.
e consideriamo la loro differenza: Oy = v —v = (A — p1)v1 + ... + (A — lp)vp; ma
V1, ..., U, sOno linearmente indipendenti, quindi A\y — p; = Ok, ..., Ay — i, = Og, Ovvero
)\lzlulw"u)\n:,u?r []
Definizione 2.12. Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K, B = {vy,...,v,} C V una
base di V, tale che per ogni v € V esistono scalari unici Aq,...,\, € K tali che
vV = Z )\ivi .
i=1
Gli scalari Aq,..., )\, sono le coordinate di v rispetto alla base B e sono indicati con

(W)= A1,..., )T e K™,

Osservazione. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, e sia B = {vy,...,v,} C V una
base di V. Siano vi,vs € V e ky, ky € K, allora

(krvr + kova)p = k1(v1)s + ka2 (v2)8
Quindi passando alle coordinate, possiamo descrivere un vettore in V' tramite un
vettore in K" (n = dim V).
Cosa hanno in comune due basi di uno spazio vettoriale? Il numero di elementi!

Teorema 2.13 (Teorema della dimensione). Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K, e
siano B ={by,...,b,} CV eC={c1,...,cn} CV basi di V. Allora m = n.

Dimostrazione. Utilizzando il fatto che by,...,b, sono linearmente indipendenti e che
C1,...,Cp sONO generatori, otteniamo n < m dal Teorema [2.8] Invertendo le proprieta:
b1, ..., b, sono generatori e che ¢y, . . ., ¢, sono linearmente indipendenti, otteniamo m < n
dal Teorema 2.8 O

Definizione 2.14. Sia V' uno spazio vettoriale (finitamente generato) sul campo K. La
dimensione di V' e il numero di elementi di una base di V' ed ¢ indicata con dim V.
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Esempio. « dim{0} =0, infatti B = 0 ¢ una base di {0}.
o dimK" = n.
o dim Mg(m,n) =m-n.
o« dimK[t]ey=d+ 1.
o Sia A € Mg(m,n), allora Sol(A|0) <« K" = Mk(n,1) ¢ un sottospazio vettoria-
le. Il Teorema di Rouché-Capelli ci dice che Sol(A|0) = {A\v1 + -+ Ay Vp—y |
Ai € K} = Span(vy,...,v,—,) dove r = rg(A), e garantisce che non ci siano ge-

neratori ridondanti, ovvero che vy, ..., v,_, siano linearmente indipendenti, quindi

dim Sol(A|0) = n —rg(A).

Teorema 2.15. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e sia W 1V un suo sottospazio.
Allora i) dim W < dim V, e inoltre i) dim W =dimV & W = V.

Dimostrazione. i) Sia {wy,...,ws} C W C V una base di W, in particolare un insieme
di vettori linearmente indipendenti in V. Per il Teorema dimW =s < dimV.

Per ii). Se W = V| chiaramente dim W = dim V.
Ora, sia dimW = dim V' = n e supponiamo che esista v € V', v ¢ W. Aggiungendo v a

una base {wy, ..., w,} di W, otteniamo n + 1 linealmente indipendenti in V.
Quindi v ¢ Span(wy, . ..,w,), quindi {wy, ..., w,,v} sono linearmente indipendenti in V'
(per il punto 2 della Proposizione , contraddizione. O

Teorema 2.16 (Teorema della base). Sia V' un K-spazio vettoriale (finitamente genera-
to!). Allora valgono le sequenti affermazioni.

1. SedimV =n e{wy,...,wy} é un insieme di generatori di V', allora m > n.
Inoltre, se m = n, allora {wy,...,w,} € una base, mentre se m > n possiamo

rimuovere m — n vettori in modo tale che quelli rimanenti siano una base di V.
“Da ogni insieme di generatori possiamo estrarre una base.”

2. Se dimV =n e siano {v1,...,v,} vettori linearmente indipendenti, allora p < n.
Inoltre, se p = n, allora {vy,...,v,} € una base, mentre se p < n esistono vettori
Uptt,- -, Uy tali che {v1,...,0p,Vpt1,..., 0.} € una base di V.

“Ogni insieme di vettori linearmente indipendenti puo essere completato fino a
formare una base.”

Dimostrazione. 1. La prima affermazione segue dal Teorema 2.8

Se wi,...,w, sono linearmente dipendenti, in base al punto 1 della Proposizione
uno dei vettori (ad esempio w,,) € una combinazione lineare degli altri, quindi potremmo
escluderlo e avere comunque un insieme di generatori.

Ora, se m = n, allora wy, . .., w,, non possono essere linearmente dipendenti, altrimenti
potremmo escludere un vettore e ottenere un insieme di generatori di V' di cardinalita n—1,
il che & impossibile.

D’altra parte, se m > n, allora wy, . . ., w,, sono linearmente dipendenti per il Teorema
2.8 Per la Proposizione 2.7 possiamo scartare un vettore ed avere ancora un sistema
di generetori con m — 1 elementi. Applicando questa procedura m — n volte, possiamo
escludere m — n vettori e ottenere una base di V.
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2. La prima affermazione segue dal Teorema [2.8

Per la seconda, se p = n, scegliamo W = Span(vy,...,v,) ¢ applichiamo il Teorema
. Se p < n, allora Span(vy,...,v,) # V, quindi esiste v,41 ¢ Span(vy,...,v,). Per
la Proposizione {v1,...,vp,Ups1} sono linearmente indipendenti. Ripetendo questo
passaggio n — p volte, si ottiene infine una base di V. O]

Dalla precedente proposizione deduciamo le seguenti importanti osservazioni.

Osservazione. 1) Ogni spazio vettoriale (finitamente generato) ha una base!

ii) In uno spazio vettoriale V' di dimensione n, un insieme di n vettori S = {vy,...,v,}
¢ un insieme di generatori se e solo se ¢ un insieme di vettori linearmente indipendenti.
Quindi, in questo caso particolare, per verificare se S ¢ una base, ¢ sufficiente verificare
una sola delle due condizioni.

Esempio. . (é), ((1)) sono linearmente indipendenti in K*, ma non sono generatori,
perché 2 < 3 = dimK3. Possiamo completare questo insieme a base di K3, per
. 1 1\ /0
cemnio (1) (1), (1)

e Sia S := {1 +t,t+ 1?1+ t*} C K[t]<e. Sono generatori? Sono linearmen-
te indipendenti? dimK[t]<s = 3, possiamo rispondere simultaneamente alle 2
domande.

Controlliamo se 1 + ¢, ¢ + t2,1 + t? sono linearmente indipendenti:

M+A3=0
0 = A (1+E)+F Ao (12 + A3 (14+82) = (A1+A3) F A+ Mo+ A3)t2 & {0 A+ Ay =0
)\2 + )\3 =0

Quindi 1 + ¢,¢ + t2,1 + t? sono linearmente indipendenti se e solo se il sistema
lineare ha una soluzione unica, cioe se e solo se la sua matrice dei coefficienti ha
determinante diverso da zero:

1 01
det [1 1 0] =det Lo + det L1 =14+1+#0.
01 1 11 0 1

—_————
A

Quindi {1+ ¢, ¢+ t2, 1+ ¢*} & una base di K[t|<s.

Si noti che le colonne di A sono le coordinate di 1+¢,¢+ 2,1+ t? rispetto alla base
canonica {1,¢,#*} di K[t]<s.

Osservazione. i) Come gia osservato, prendendo le coordinate, possiamo descrivere un
vettore in V' tramite un vettore in K” (n = dim V). Quindi possiamo “tradurre un
problema su V' in un problema su K"”. Nel prossimo capitolo renderemo questo concetto
piu preciso e concreto.

ii) In K™, per verificare se n vettori formano una base, & sufficiente verificare se sono
linearmente indipendenti, ovvero se il sistema lineare omogeneo “corrispondente” ha una
soluzione unica. La sua matrice dei coefficienti A ¢ una matrice quadrata con gli n vettori
come colonne, quindi il sistema lineare ha una soluzione unica se e solo se A ¢ invertibile.

In altre parole, {vy,...,v,} C K" & una base di K" se e solo se la matrice A =
(v1]...|vn) (le v; sono le colonne) ha rango massimo (cioe det A # 0).
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2.4.1 Un’osservazione sul rango

Definizione 2.17. Sia A € Mg (m,n) una matrice. Siano Ry,..., R, € Mxg(1,n) le sue
righe e siano C1, ..., C, € Mxg(m,1) le sue colonne.

Lo spazio delle righe di A ¢ Row(A) = Span(Ry,..., R,;,) <K".

Lo spazio delle colonne di A & Col(A) = Span(Cy,...,C,) <K™.

11 nucleo di A & ker A = Sol(A|0) = {v € K"|Av = 0}.

Esempio. Sia A= (}23) € Mk(2,3),e B=(183) € Mg(2,3) allora

Row(A)
Row(B)

), (4,5,6)) <K, Col(A) =
),(2,0,2)) <K, Col(B) =

Span((1,2
Span((1, 0,

— W

pan (1), (

pan ((3), (9), (

Si osservi che dim Row(A) = dim Col(A) = rg(A) = 2 e dimRow(B) = dim Col(B) =
rg(B) = 1.

Teorema 2.18. Sia A € Mg(m,n), allora
rg(A) = dim Row(A) = dim Col(A) = rg(A”)

Idea: le operazioni elementari sulle righe non modificano Row(A), quindi se U & in
forma a scala ed ¢ ottenuta da A utilizzando l'algoritmo di Gauss, abbiamo Row(A) =
Row(U), ma dim Row(U) coincide con il numero di pivot, ovvero il numero di righe diverse
da zero di U (sono linearmente indipendenti!).

Attenzione: In generale Col(A) # Col(U), ma dim Col(A) = dim Col(U) = numero di
pivot.

Proposizione 2.19. Sia A € Mxg(m,n) una matrice di rango rg(A) = r, e sia U una
sua riduzione a scala, con qi, ..., q, gli indici delle colonne di U contenenti i pivot. Allora
le colonne cq, ..., cq di A formano una base di Col(A).

Osservazione. 11 Teorema ci fornisce una nuova interpretazione/dimostrazione della
parte 1. del Teorema (Rouché-Capelli). Infatti,

Az = b & risolvibile b e Col(A) = Span(Cy, . .., Cy) & Span(Ch, . .., Cy) 2 Span(C, ...

Ma Span(Cy,...,C,) <Span(Cy, ..., Cy,b), quindi 'uguaglianza (x) vale se e solo se

dim Span(Cy, ..., C,) = dim Span(Cy, . .., C,,b) < dim Col(A) = dim Col(A|b) < rg(A) =

2.5 Equazioni cartesiane e parametriche

Come visto finora, esistono due modi per definire un sottospazio vettoriale W < K":

e implicitamente, come soluzioni di un sistema lineare omogeneo, cioe come nucleo di
una matrice; si tratta di equaziont cartesiane;

o esplicitamente, come span di alcuni vettori; si tratta di equazioni parametriche.
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Osservazione. i) Se dim W = r, allora W puo essere espresso utilizzando r vettori, quindi
r parametri; oppure tramite un sistema lineare omogeneo con n — r equazioni (Teorema
di Rouché-Capelli).

ii) Potremmo utilizzare piu vettori o equazioni, ma non sarebbero linearmente indipen-
denti, ovvero avremmo informazioni ridondanti.

Cartesiane — parametriche) Date delle equazioni cartesiane, cioé un sistema lineare
omogeneo, risolvendo il sistema si ottengono delle equazioni parametriche.

Parametriche — cartesiane) Date le equazioni parametriche W = Span(wy, ..., w,) <
K", possiamo interpretarle come W = Col(A4), (dove A € Mxk(n,r) ha wy,..., w,
come colonne). Dall’osservazione dopo il Teorema , vediamo che un vettore v =
(21,...,2,)T € K" appartiene a W se e solo se v € Col(A) se e solo se rg(A) = rg(Alv).
Imponendo questa condizione otteniamo equazioni cartesiane di W.

Esempio. Sia W = Span((2,—-2,1,0)7,(1,0,—1,1)) <R%, allora (21,29, z3,24)7 € W se
e solo se la matrice

2 1 |z
—2 0 )
1 —1 T3
0 1 |2y

ha rango 2. Usando le operazioni elementari sulle righe (che non cambiano il rango)
portiamo la matrice nella seguente forma:

1 -1 T3
0 1 Ty
0 0 Ty — 25(]3 — 3[L’4
0 0 | x4 223+ 224

ZL’1—2J53—3$4:0

che ha rango 2 se e solo se v e soluzione di { Ty + 2 + 224 = 0

Queste sono equazioni cartesiane di W.

Osservazione. In alternativa, date le equazioni parametriche, possiamo recuperare le
equazioni cartesiane eliminando i parametri, come fatto nell’Introduzione.

2.6 Intersezione e somma di sottospazi vettoriali

Lemma 2.20. Sia V' un K-spazio vettoriale e siano U, W <V sottospazi vettoriali di V.
Allora UNW ¢é un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. S1) 0y € U e 0y € W, quindi Oy € UNW.

S2) Siano vy, v, € UNW  allora v; +vy € U (poiché U<V') e v; +vy € W (poiché W V),
quindi v1 + v, € UNW.

S3) Siav e UNW e XA € K, allora Av € U (poiché U <V) e \v € W (poiché W V),
quindi \v e U NW. O

Esempio. Siano W = {(z,y,2)T e R® |2 +2y — 2 =0} <R3 e U = {(z,y,2)" € R? |
—y + 32 =0} <R3, allora
-5

B T 3 r+2y—2z = 0 | _ B
UﬂW—{(m,y,z) eR |{ P S }— 13 t|teR
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E l'unione?

Osservazione. In generale I'unione di due sottospazi non é unsottospazio. Per esempio,
consideriamo U = {(z,y)T e R* |z +y =0} <R? e W = {(z,y)T € R? | x —y = 0} <« R?
sottospazi di R%. Allora (1,1) e (1, —1) appartengono all'unione U UW, ma la loro somma
no: (1,1) + (1,—1) = (2,0) ¢ U UW.

Definizione 2.21. Sia V un K-spazio vettoriale, e sianio U, W <V suoi sottospazi.
Definiamo la loro somma U + W come

U+W ={veV|JueUweW tali che v =u+ w}.

“U + W contiene tutti i vettori di V' che possono essere scritti come somma di un
vettore in U ed un vettore in W7,

Lemma 2.22. Sia V un K-spazio vettoriale e siano U, W <V sottospazi vettoriali di V.
Allora U + W ¢é un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. S1) Oy = Oy + 0y € U+ W.
— =~
€U  ew

S2) Siano vy = uy + wy, v = Uy +wye € U + W, con uy,us € U, wy,wy € W.
Allora, vy + vy = (ug + ug) + (w1 +wy) € U + W.

U ew
S3)SiadeKesiav=u+weUNWconueU,weW.
Allora, \v = (A\u) + (A\w) e U + W. O
—— e
U ew

Osservazione. i) UNW <«U <U + W e analogamente U NW «W <U + W.

ii) Se MoV e UW C M, allora U+ W C M; cioe U+ W ¢ il piu piccolo sottospazio di
V' che contiene sia U che W.

Infatti, sia u+w € U+ W (u € Uyw € W). Visto che M contiene sia U che W, si ha che
u+w e M (dato che M <V).

Esempio. a) Siano U = {(z,y) e R* | z+y = 0} <R? e W = {(z,y)T € R?* |
r—y =0} <aR? allora U+ W = R?, Infatti, ogni (a,b) € R? pud essere scritto come
(a,b) = (%52, 552) + (=gt 52) e U+ W

b) Sia U = {(é)t!teR}qR?) eW = {(%)5 | s 6R}<1R3, allora

U+W={(1)t+(2)s]tseR}aR"

Definizione 2.23. Sia V' un K-spazio vettoriale e siano U, W <V sottospazi. La somma
U+ W si dice diretta e si scrive U @ W se UNW = {0y }.

Esempio. Nei due esempi precedenti la somma ¢ diretta, in particolare in a) U®W = R2

Osservazione. La condizione U N W = {0y} ¢ equivalente a dire che tutti i vettori di
U + W possono essere scritti in modo unico come somma di un vettore in U e un vettore
in W. La dimostrazione di questo fatto e lasciata per esercizio al lettore.
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2.6.1 Formula di Grassmann

Teorema 2.24 (Formula di Grassmann). Sia V' uno spazio vettoriale K e siano U, W aV
sottospazi vettoriali. Allora

dimU + dim W = dim(U N W) + dim(U + W)

Dimostrazione. Poniamo dimU = p, dimW = ¢ e dim(U N W) = r. Dal Teorema m
abbiamo che r < p e r < ¢, e dobbiamo dimostrare che dim(U + W) =p+q —r.

Sia B = {by,...,b.} una base di U N W e completiamola fino a ottenere una base di
U {by,...,b,,Cry1..., ¢} mediante Paggiunta di p — r vettori. Completiamo inoltre B ad
una base di W {by,...,b,,d,41 ..., d,}mediante 'aggiunta di ¢ — r vettori.

Mostreremo che S = {by,..., b, ¢,q1 ..., ¢, drpr ..., dy} € una base di U + W, quindi
dm(U+W)=r+{p—-r)+(q—1)=p+q—r.

Generatori. Sia v € U + W, allora esistono v € U,w € W tali che v = u + w. Ma
quindi esistono scalari tali che

u = onby+ .. b+ Y G
wo = ﬁlbl_{"”+Brbr+5r+1dr+1+-..+5qdq

e quindi v = (a1 + B1)b1 + ... + (o + B )by + Vrg1Crp1 + - o -+ + Orp1drgr + ...+ 04d,.

Sono linearmente indipendenti: scegliamo p + ¢ — r scalari tali che

OV = /\1b1 + ...+ /\rbr + MNr+1Cr+1 + ...+ TpCp + TT+1dr+1 + ...+ quq

e definiamo u = Mby + ... + N\b + 9161 + ... + e, € U, in modo che —u =
Trp1dri1 + ... + 7,d, € Woe per S3) u € W. Pertanto, u € U N W ed esistono r scalari
[, ... e tali che w = piby + ... 4 pb,.. Da cio segue che

ulbl+...—|—urbr+7}+1d,~+1—i—...—i—quq:u—u:OV.

Essendo by,...,by,dryq...,d, linearmente indipendenti, otteniamo p; = ... = p, =
Tr41 = ... = T4 = Og. In particolare,

Oy =u=MNb1 + ...+ XNbp + 0161 + ... F 10,

e essendo by,...,br,Crq1...,Cp linearmente indipendenti, otteniamo \; = ... = A\, =
N1 = ... =1y = Ok. [l

Una conseguenza immediata della formula di Grassmann é la seguente affermazione.
Corollario 2.25. Sia V uno spazio vettoriale K e siano U,W aV sottospazi vettoriali.
Allora la somma U+W ¢ diretta se e solo se dim(UNW) = 0 se e solo se dim U+dim W =
dim(U + W).

In particolare, sia By una base di U e By una base di W, allora la somma U + W ¢
diretta se e solo se By U By € una base di U + W

Se la somma non e diretta, By UBy genera U+W | ma per ottenere una base, dobbiamo
eliminare alcuni vettori
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Esempio. In R* consideriamo il sottospazio subspaces

B - A r+y—z = 0 _ ((%) <(1)> (%))
U_{(gj7y7z’w) eR |{x—y—|—w S }, W = Span o) g p\1))

Vogliamo determinare una base (e la dimensione) di U, W, UNW, U+W e determinare
se la somma ¢ diretta.

Notiamo che U = Sol(A|0), dove A = (% s ?), che si riduce in scala a ((1) e ?)
(applicando Ry — Ry — Ry), cosi che

(s —1)/2
(s+1)/2

-1

U= | s,t € R = Span = dimU =2

1
1 1
2171 0
t 0 2
Per trovare una base di W, scriviamo i generatori di W come colonne di una matrice
e la riduciamo. In base alla Proposizione 2.19] le colonne corrispondenti ai pivot nella
matrice originale sono una base per W:

11 2 1 1 2 1 1 2
1 01| Re—=R—R [0 -1 —-1| Rs—=Rs+Rs [0 -1 —1
01 1 — 0 1 1 - 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0
1\ /1
Quindi W = Span é , (1) edimW = 2.
0/ \o

(*) Consideriamo ora U + W. La somma U + W contiene tutti i vettori che possono
essere scritti come somma di un vettore in U e un vettore in W, quindi ¢ generata da una
base di U insieme a una base di W:

1 -1 1 1
1 1 1 0
U+ W = Span sl ol ol ]
0 1 0 0
Procedendo come sopra, otteniamo che quei quattro vettori sono linearmente indipen-

denti, quindi dim(U + W) = 4. Secondo la formula di Grassmann dim(U N W) = 0,
ovvero U NW = {0y }.

Alternativa a (*). Potremmo aver iniziato considerando U N W. Un vettore in W =

1 0 a
Span <<é>, <_11)> ¢ della forma (abb> per a,b € R. Tale vettore appartiene a U N W
0 0 0

se soddisfa le condizioni per essere in U:

PR S

Quindi esiste un’unica possibilita: (a,b) = (0,0). In altre parole, U N W = {0y}, quindi
dim(UNW) = 0. Secondo la formula di Grassmann dim(U +W) = 4, ovvero UG W = R%
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2.7 Sottospazi affini

Nelle sezioni precedenti ci siamo concentrati sugli spazi vettoriali e sui sottospazi vettoriali.
In particolare abbiamo visto che qualsiasi sottospazio vettoriale di K™ puo essere scritto
come spazio delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo Ax = 0 per una certa matrice
A e Mg(m,n).

Cosa succede per sistemi lineari qualsiasi?

Definizione 2.26. Sia Az = b un sistema lineare risolubile, con A € Mg(m,n) e b € K™.
L’insieme delle soluzioni S := Sol(A|b) ¢ un sottospazio affine di K".

I sottospazio vettoriale corrispondente Sy := ker(A) si chiama la giacitura di S e la
dimensione di un sottospazio affine ¢ la dimensione della sua giacitura: dim.S := dim Sy.
Gli elementi di un sottospazio affine sono chiamati punti.

Definizione 2.27. Sia S un sottospazio affine di K".
S e una retta se dim S = 1.
S e un piano se dim S = 2.
S e un iperpiano se dim S =n — 1.

Esempio. Ogni sottospazio vettoriale di K" e anche un sottospazio affine di K"; in
particolare K" & un sottospazio affine di K™ (basta considerare A = O e b = 0).

Un punto di coordinate P = (pi,...,p,)T € K" & un sottospazio affine di K": ¢ la
soluzione del sistema lineare Ar = b, con A=1, e b= (p1,...,pn)’.

Per evitare banalita, d’ora in poi supporremo che rg(A) # 0.

Osservazione. 1) Si noti che se m > rg(A), allora possiamo applicare il MEG per ridurre
(A|b) in forma a scala, e scartare le m — rg(A) equazioni corrispondenti alle righe nulle.
Quindi, possiamo sempre supporre che m = rg(A) = rg(A|b) < n.

2) Sia Az = b un sistema lineare risolvibile e sia P € Sol(A|b) una soluzione. Ri-
cordiamo che, per il Teorema [1.13] vale Sol(Ab) = P + Sol(A|0); in particolare, se
Py, P, € Sol(A|b) allora P, — P, € Sol(A|0) = ker(A).

Esempio (Sottospazi affini di R?). Siano A € Mg(m,2) e b€ R™ con 0 < m =rg(4) =
rg(Alb) < 2. Sia S := Sol(A|b) e sia Sy := Sol(A|0) = ker(A) la sua giacitura.

Caso m = 1. Az = b & costituito da una singola equazione: S = {(x,y)T € R? | ax + by = c},
quindi dim S = 1: § € una retta.

Caso m = 2. Ax = b & costituito da due equazioni (indipendenti), dim S =0 e S & un punto:

S:{(x’y)TGRQ‘{GNC-Fbl?J—Q }

as + by = co

Come per i sottospazi vettoriali, risolvendo il sistema lineare Az = b, possiamo descri-
vere il sottospazio affine S := Sol(A|b) attraverso equazioni parametriche. Per il Teorema
1.13| (vedi anche il Teorema (Rouché-Capelli)) vale

S = Sol(A|b) = P + Sol(A|0) = P + Span(wy, ..., Ws—)

dove r = rg(A) = rg(A|b), P € K" & una soluzione di Ax =be {wq,...,w,_,} & una base
della giacitura Sy = ker(A). In particolare, dim S = dim Sy = n — rg(A).
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Come si fa il viceversa? Cioe date equazioni parametriche T = { P+wst;+- - -+w,t,.} =
P + Span(wy, ..., w,) come passiamo a equazioni cartesiane?

Interpretando W = Span(wy, ..., w,) <K" come W = Col(M), (dove M € Mg(n,r)
ha wy, ..., w, come colonne), vediamo che un punto ) € K" appartiene a T se e solo se
() — P € Span(wy, ..., w,) = W, se e solo se rg(M) = rg(M|Q — P). Riducendo (M|Q —
P) con le operazioni elementari sulle righe e imponendo questa condizione otteniamo
equazioni cartesiane di 7', come nei seguenti esempi.

Esempio. e Sia T = (1§> + ((1))]1% + (?)R, allora (z,y, 2)T € T se e solo se la matrice

1 0jz—1
0 1|y+2
1 1]2z+3

ha rango 2. Usando operazioni elementari sulle righe, portiamo la matrice nella seguente
forma

10 x—1
01 y+2
0 0jz43—2+1—-y—2
che ha rango 2 se e solo se (z,y, z)" ¢ soluzione di x + y — z = 2: questa ¢ un’equazione

cartesiana diOT. |
e Sia T = ( 43) + (%)R, allora (x,y,2)T € T se e solo se la seguente matrice ha rango 1:

1 x 1 xz 20—y = —4
2ly—4 | — [ 0jy—4-2z quindiT:{(I,y,Z)T€R3|{3 —y:B }
3] 243 02433z T

Osservazione. In alternativa, date le equazioni parametriche, possiamo recuperare le
equazioni cartesiane eliminando i parametri, come fatto nell’Introduzione.

Oppure, ricavando prima equazioni cartesiane per la giacitura W di T: W = ker(A) e
poi porre la colonna dei termini noti b € Mg(m, 1) paria b= A- P.

Esempio. Come nell’esempio precedente sia T = ( _23) + (é)R, allora W si ottiene
12 1 x 9 _1 0

imponendo 1 =rg| 2|y | =rg| 0|2z —y [, quindi W = ker <3 0 _1>; e infine
3|z 0|3x—=z2

0
2 —1 0 —4 2 -1 0 |—-4
=0 ) ) G (G A1)
Retta passante per due punti & piano passante per tre punti

Ricordiamo brevemente alcune cose gia viste nel Capitolo [0}

Una retta ¢ determinata in modo univoco da 2 punti (distinti) P, @) su di essa. Infatti,
() — P determina la direzione della retta e il punto P (o @) ci da il punto di applicazione:
le equazioni parametriche della retta che passa per P e @) sono: P+ (Q — P)t, t € K.
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Esempio. La retta [ C R? che passa per P = (

LN

Jea=(3)¢

1
=2+ |3|R — l:{(x,y,z)T€R3|{x_y__1}
3 3 rT—z=—-2

Analogamente, un piano ¢ determinato in modo univoco da 3 punti non collineari (cio¢
non sulla stessa linea) P, @, R su di esso. Infatti, i vettoi ) — P e R — P determinano
la giacitura del piano e il punto P (o @ o R) ci da il punto di applicazione: le equazioni
parametriche del piano che passa per P, @ e R sono: P+ (Q— P)t;+(R— P)ts, t1,t2 € K.

Esempio. Il piano m C R? che passa per P = (é), Q= (—12) e R= (—21) e

1 0 1
T=|1|+]-3|R+|[-2|R — T ={(z,y,2)" €R®| Tz —y— 32 =6}
0 1 3

Esempio. I punti P = (é» Q = (%) e R = (é) sono collineari, infatti considerando
P+ (Q — P)t; + (R — P)ta, t1,t2 € R otteniamo una retta:

1 3 6 1 1
20+ 13| R+|6|R=|2]+[1]|R
3 3 6 3 1

Posizioni reciproche di sottospazi

Definizione 2.28. Siano S; = Sol(A;1]b1) e So = Sol(As|by) sottospazi affini di K™ e siano
S1o0 =ker(Ay) e Sy = ker(Ay) le loro giaciture.

I sottospazi affini Sy e Sy sono paralleli se S1 o C Sy oppure Sy C S .

I sottospazi affini S; e Sy sono incidenti se hanno punti in comune S; NSy # () e non
sono uno contenuto nell’altro: S; ¢ S 0 Sy ¢ 57 .

Infine S; e Sy si dicono sghembi se non hanno punti in comune S; NSy = @ e le loro
giaciture sono in somma diretta: SioN Sz = {0}.

Esempio.
e In R? le rette ry := {x +y = 2} e ry := {20 + 2y = —1} sono incidenti, infatti
ro =120 = {r +y=0}.
o InR?lerettery := {z+y = 2} ery := {x—y = 0} sono incidenti (r;Nry = {(1,1)T}).
o InR¥il piano m:={xr —2y+z2=1}elarettar:={r —2=2,2 —y = —1} sono
paralleli, infatti ry = Span((1,1,1)7) C m.

) ( )R e il piano (—il) ((21))1[% + ( 0 )R sono paralleli, infatti

) (3)).

« In R3, la retta (
2
1
0

(1) < oo
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e In R3 le rette r; = i: Z z :; e ry = ( 23) + (é)R sono sghembe. Infatti,

inserendo le coordinate di un punto di ry nelle equazioni di r; otteniamo

0+t)—(4+2t)=—1 —t=-5
{ (0+1) — (~3+3t) = -2 H{ —2t =1

che non ha soluzioni, i.e. r; e 9 non hanno punti comuni. Inoltre le giaciture sono
. . . . 1 1
in somma diretta, infatti : 79 = (%)R mentre ro g = (g)

o In R* i piani m; := {(z,y,2,w)T € R* |z =y =0} e m := {(x,9,2,w)" € R* |
r — 1 = w = 0} non sono né incidenti, né paralleli, né sghembi.

Lemma 2.29. Siano S; = Sol(A;|b1) e Sy = Sol(As|bs) sottospazi affini paralleli di K.
A”OT‘CL, OSlﬂSQZQ) OSl QSQ 052g51.

Dimostrazione. Se S; NSy = () siamo a posto.

In caso contrario, prendiamo P € S; NSy, e supponiamo Sy C Sy, allora per ogni
Q€ Sivale P—Q € S1p C Sy, cioe @ € Sy; in altre parole S; C 5.

Analogamente, se S; N Sy =# 0 e Sy C S1,0, allora Sy C 5. ]

2.7.1 Sottospazi affini di R? e loro posizioni reciproche
Siano A € Mg(m,3) e b € R™ con 0 < m =rg(A) = rg(Alb) < 3. Sia S := Sol(Ab) e sia
So = Sol(A|0) = ker(A) la sua giacitura.

Caso m = 3. Az = b ¢ costituito da tre equazioni (indipendenti), quindi dim .S = 0: S & un punto.

Caso m = 2. Az = b é costituito da due equazioni (indipendenti), quindi dim$S = 1 e S & una

retta:
+ By + 71z =0y
S ={(z,y,2)T e R® e .
{(z.y,2) | Oég$+,82y+'722:52}

Caso m = 1. Az = b & definito da una singola equazione: S = {(z,y,2)’ € R® | ax+By+vz =0},
quindi dim S = 2: S & un piano.

Osservazione. Per descrivere un piano in R? ¢ sufficiente dare il vettore (a,b, ¢)” dei coef-
ficienti di una sua equazione. Tale vettore e unico a meno di moltiplicarlo con un uno
scalare non nullo, ed ¢ chiamato vettore normale (o vettore direttore) al piano.

Nel Capitolo 5 vedremo che geometricamente questo vettore & “ortogonale/perpendicolare’
al piano.

)

Vediamo ora le posizioni reciproche di due sottospazi affini di R3.

Un punto P puo appartenere o meno ad un sottospazio affine S = Sol(A|b). Piu
precisamente, P € S < A- P =b.
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Retta - retta

Siano l; = Sol(A;]b) e ly = Sol(As|by) due rette in R3. La prima cosa da verificare ¢ se
si incontrano o meno, quindi dobbiamo capire se il sistema lineare

A\ (7)) (b
A2 8 bg
ha soluzioni. La matrice A := (f‘; ) € Mg(4,3) harango rg(A) = 2 o 3, mentre la matrice

completa (A[b) = (41| ) € Mz(4,4) ha rg(Ab) = rg(A) o rg(Alb) = rg(A) + 1.
Quinidi ci sono 4 possibilita per la posizione reciproca di [y e [.

<

Caso 1: rg(A) = rg(A|b) = 2: cioe i sistemi lineari Az = by e Ayx = by sono equivalenti,
quindi [, = l5: sono rette coincidents.

Caso 2: tg(A) = 2 e rg(A|b) = 3: per il Teorema di Rouché-Capelli (1.11)) le due rette non
hanno punti comuni, ma stessa giacitura (dimker(A) = 1 = dimker(A4;) = dim ker(As)
implica ker(A;) = ker(As)), quindi l; e [y sono rette parallele.

Esempio. Le rette ry = (é) + G)R e 7”2(::1) + <—§>R sono parallele, visto che
4

Span (( i )) = Span (( E%))), ma non coincidenti poiché (—71) ¢ r.

Caso 3: rg(A) = 3 = rg(A|b): per il Teorema di Rouché-Capelli (1.11)) le due rette hanno

un unico punto comune: l; e ls sono rette incidenti.

Caso 4: rg(A) = 3 e rg(Alb) = 4: in base al Teorema di Rouché-Capelli (1.11]), le due
rette non hanno punti comuni e hanno direzioni diverse ker(A;) # ker(A4s): {3 e ly sono
rette sghembe.

Esempio. e { roy=-1 e { —2rty+z=3 sono rette coincidenti, infatti
T—z=— y—z=-—1
1 -1 0 |-1 1 -1 0 |—-1
Lo =12 |_ [0 1 —1|-1]|_,
B2 1 1|3 [T%®lo -1 1|1 |7
0 1 —-1]-1 0O 1 -—-1]-1
° roy=-l e “2rtytz=4 sono rette parallele, infatti
T—z=—2 y—z=—2
1 -1 0 |-1 1 -1 0 | -1 1 -1 0 | -1
1 0 —-1]-2 . 0 1 -—-1]-1 0o 1 -—-1]-1
-2 1 1 4 0 -1 1 2 0 0 0 1
0 1 —-1]-2 0 1 —-1|-2 0 0 010
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o/, = { =y ely = (1> + (%)R sono rette incidenti, infatti sostituendo le
(L‘ —_ Z = —2 2 3

equazioni di [y in quelle di [; otteniamo

(0+1) = (—1+2t) = — o9
{(0+t) (—2 4+ 3t) 2 {_2t2_4 “t=2

un’unica soluzione. Cio significa che le rette [; e I hanno un unico punto comune (2, 3,4)7
(ovvero sono rette incidenti).
o r—y=-1 /0
oh= rT—z=—2 el2_(f3)+<
equazioni di [y in quelle di [; otteniamo

{ (04+1t)— (44+2t) = —1 <—>{ —t=-5

W

)R sono rette sghembe, infatti sostituendo le

(0+1¢) —(=3+3t) =— —2t=1

che non ha soluzioni, ovvero l; e [ non hanno punti comuni. Inoltre, le loro giaciture
. . . 1 . 1
sono diverse, infatti ;o = (%)R non contiene (g)

Osservazione. a) Quindi se le rette [5 ed [3 hanno infiniti punti in comune, sono coincidenti.
Se hanno un solo punto in comune sono incidenti.
Se non hanno punti in comune sono o parallele o sghembe, e questo si verifica con-
frontando le loro giaciture.

b) Se due rette hanno la stessa giacitura, allora o sono coincidenti, o sono parallele
(non coincidenti).
Se invece le giaciture sono diverse, allora le rette o sono incidenti o sono sghembe.

¢) Avendo equazioni parametriche delle rette [; = P; +v1R e Iy = Py + v,R, possiamo
leggere i quattro casi come segue.
Caso 1, rette coincidenti: rg(vy|ve) = 1 = rg(vy|ve| P2 — Py).
Caso 2, rette parallele (non coincidenti): rg(vi|va) = 1, rg(vi|ve| Po — Py) = 2.
Caso 3, rette incidenti: rg(vi|ve) = 2 = rg(vi|va| Py — Py).
Caso 4, rette sghembe: rg(vi|ve) = 2 rg(vy|ve| Po — P) = 3.

Infatti, rg(vq|vy) = 1 significa che le rette hanno la stessa direzione, mentre rg(v |vy) =
2 significa che le rette hanno direzioni diverse.

E se, aggiungendo la colonna P, — Py, il rango aumenta, significa che il vettore P, — P,
¢ indipendente da {vy,vs}, cosicché le traslazioni di v1R per P e la traslazione di v,R per
Ps separano le rette.

-2
Esempio. e Le rette (é) + @)R e (—il) + (—% )]R hanno la stessa direzione, quindi sono
1 1

coincidenti o parallele. Sono parallele poiché (771) — (g) = (33) ¢ Span (( i ))

o Le rette (é1> + (%)R e (é) + @)R hanno direzioni diverse, quindi sono o incidenti
o sghembe. Poiché (é) — (—1) = (%) € Span (( ), @)), le rette sono incidenti.
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Retta - piano

Sia [ = Sol(A;|by) una retta e m = Sol(Asz|b2) un piano.

La matrice A := (2;) € Mg(3,3) ha rango rg(A) = 2 o 3, mentre la matrice completa
(A|b) = ( 3; Z; ) € Mg(3,4) ha rg(A) <rg(Alb) <3, quindi ci sono 3 casi.

Caso 1: rg(A) = rg(A|b) = 2: cio significa che la retta e il piano hanno infiniti punti in
comune: la retta e contenuta in m: [ C .

Per essere piu precisi, cio significa che ’equazione cartesiana che definisce il piano
¢ una combinazione lineare delle equazioni che definiscono la retta. Piu precisamente,
sia, { o+ by +mnmz =0

Qo + oy + Y22 = 02
(non entrambi zero) tali che 7 ¢ dato dall’equazione:

Marx + 1y + vz — 01) + plasx + Boy + 22 — d2) =0 (2.1)

Definizione 2.30. Lasciando variare A, u in R (non entrambi nulli!), I'equazione ([2.1))
ax+ by +mz =0
QT + Poy + Y22 = 02

un’equazione cartesiana della retta, allora esistono A, € R

descrive tutti i piani contenenti la retta [ = . Questo e chiamato

fascio di piani passanti per [.

Caso 2: rg(A) = 2 e rg(A|b) = 3: cio significa che la retta e il piano non hanno punti
comuni e che la giacitura della retta ker(A;) ¢ contenuta nella giacitura del piano ker(As),
quindi la retta e il piano sono paralleli e | ¢ 7.

Caso 3: rg(A) = 3 = rg(A|b): la retta e il piano hanno un unico punto comune, quindi la
retta e il piano sono incidenti.

Osservazione. Analogamente al caso retta-retta, avendo equazioni parametriche della
retta [ = P, + v1R e del piano m = P, + v32R 4+ v3R, possiamo distinguere i tre casi:

Caso 1, I C m: rg(vi|ve|vs) = 2 = rg(v1|va|us| Py — Py).

Caso 2, retta e piano sono paralleli (e | ¢ m): rg(vi|ve|vs) = 2 e rg(vy|ve|vs| Py — Py) = 3.
Caso 3, la retta e il piano sono incidenti: rg(vi|ve|vs) = 3.

Esempio. e La retta [ = { i : ‘z i :; ¢ contenuta nel piano © = {z +y — 2z = —3},
infatti
1 -1 0 |-1 1 -1 0 |-1
rgl 1 0 —-1|-2 =g 0 1 —-1|-1|=2
1 1 -2]-3 0 2 -2|-2
- r-y=-1 _— e 1 1 o .
e La retta [ = a9 © il piano ™ = ((1)) + (%)R + (_13)R sono incidenti,

infatti sostituendo le equazioni di 7 in quelle di [ otteniamo un’unica soluzione (per s, t)

(I4+s+t)—(0+2s+1t)=—1 s=2 s=2

(1+s+t)—(14+3s—3t) =2 —25 + 4t = =2 t=1

e La retta = ((1)) + (é)R e il piano m = z 4+ y — 2z = 10 sono paralleli, infatti
sostituendo le equazioni di [ in quelle di 7 otteniamo un’equazione impossibile: 10 =
(1+¢)4+ (0+2t) — (1+3t) =2.
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Piano - piano

Siano m = Sol(A;|by) e my = Sol(As|bs) piani.

La matrice A := (2;) € Mg(2,3) ha rango rg(A) = 1 o 2, mentre la matrice completa
(A|b) = ( 3; Z; ) € Mg(2,4) ha rg(A) <rg(Alb) <2, quindi ci sono 3 casi.

Caso 1: rg(A) = rg(A|b) = 1: cio significa che i sistemi lineari Az = by e Az = by sono
equivalenti, quindi m; = my: sono piani coincidenti.

Caso 2: rg(A) = 1 e rg(A|b) = 2: per il Teorema di Rouché-Capelli ([1.11)) i piani non
hanno punti comuni, ma hanno la stessa direzione (dimker(A) = 2 = dimker(4;) =
dim ker(Ay) implica ker(A;) = ker(As)) quindi 7, e w9 sono piani paralleli.

Per essere piu precisi, entrambi i sistemi lineari che definiscono i piani consistono in
una singola equazione, e il fatto che rg(A) = 1 significa che le equazioni sono della forma:

mox+ By + 9z =06 ot ax + By + vz = 09
Quindi se d; = 95 i piani coincidono, altrimenti sono paralleli.

Definizione 2.31. Sia 7 il piano dell’equazione
ar + By + vz =9.

Lasciando variare ¢ in R, descriviamo tutti i piani paralleli a 7 e abbiamo un fascio di
piani paralleli o fascio improprio di piani.

Caso 3: rg(A) = 2 = rg(A|b): in base al Teorema di Rouché-Capelli (1.11)) hanno una

retta comune: 7 e my sono piani incidenti.

Osservazione. Come sopra, avendo le equazioni parametriche dei piani m; = Pi+v;R+v,R
e my = P, + w1 R + wyR, possiamo leggere i tre casi come segue:

Caso 1, piani coincidenti: rg(vy|ve|wy|wy) = 2 = rg(vy|va|wy |wa| Pe — Pr).

Caso 2, piani paralleli (non coincidenti): rg(vy|ve|wy|wsy) = 2 e rg(vy|ve|wy|we|P,—Py) = 3.
Caso 3, piani incidenti: rg(vi|ve|wq|ws) = 3.
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Capitolo 3

Applicazioni lineari

Nel capitolo precedente abbiamo introdotto gli spazi vettoriali. Qui introdurremo le fun-
zioni tra spazi vettoriali, che ne preservano la struttura, cio¢ le applicazioni (o mappe o
funzioni) lineari.

Prima di introdurre le applicazioni lineari e le loro proprieta, ricordiamo brevemente
alcune definizioni generali.

Definizione 3.1. Sia f : X — Y una funzione.
La funzione f e suriettiva se “ogni elemento nel codominio puo essere raggiunto”:

VyeY Jze X:y= f(x).

La funzione f e iniettiva se “a elementi diversi nel dominio corrispondono elementi
diversi nel codominio”:

Vay,xg € Xt f(z1) = f(22) = 71 = 22

La funzione f ¢ biettiva se ¢ sia suriettiva che iniettiva:

VyeY dze X :y= f(z)
“Ogni elemento nel codominio ¢ raggiunto da un solo elemento del dominio”.

Se f: X — Y & biettiva (o biunivoca), & invertibile, infatti ad ogni y € Y & associato
a un unico x € X. Quindi, y — x, dove x & I'unico elemento di X mappato su y, definisce
la mappa inversa f~!:Y — X. Essa soddisfa:

foft=idy, f'of=idy.

Esempio. La mappa R — [—1,1],¢ > sin(¢) e suriettiva, ma non iniettiva.
La mappa R — R? ¢ — (2t, —t) & iniettiva, ma non suriettiva.
La mappa R — R, ¢t — 3t ¢ sia suriettiva che iniettiva, quindi ¢ biunivoca.
La mappa R — R? ¢ — (cos(t),sin(¢)) non ¢ né suriettiva né iniettiva.

In questo corso ci concentreremo sulle funzioni tra spazi vettoriali che preservano la
struttura dello spazio vettoriale, in particolare quelle che mappano sottospazi vettoriali
su sottospazi vettoriali come nel secondo e terzo esempio, ma non nell’ultimo, poiché
quest’ultimo mappa la retta reale sul cerchio unitario.
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3.1 Applicazioni lineari: definizione e proprieta base

Definizione 3.2. Siano V, W spazi vettoriali sullo stesso campo K.
Una funzione f : V — W & un’applicazione lineare se

L1) f(v1 +v2) = f(v1) + f(ve) per tutti vy,ve € V (additivita)
L2) f(A-v)=X- f(v) per tutti gli v € V, A € K (omogeneita)

Esempio.
e La mappa nulla V- — W, v +— Oy € lineare.

o La mappa identita i¢dy : V — Vv — v ¢ lineare.

o Sia A € Mg(m,n). La mappa L4 : K* — K™, v — Av ¢ lineare:

La(v1+vs) = A(v1+v2) = Avy+Avg = La(v1)+La(v2), La(Av) = A(Av) = NAv = AL4(v)

o La trasposizione My (m,n) — Mg(n,m), A — AT & lineare.
d d
o La “derivata” K[t]<g = K[t]<a, Y ant™ — > na,t" " & lineare.
n=0 n=1
 La traccia di una matrice quadrata tr : Mg(n) - K, A tr(A) = a11+aga+-- -+
an,n (somma delle entrate sulla diagonale) ¢ una mappa lineare.

o Pern > 1, il determinante det: Mg(n) — K, A — det(A) non ¢ una mappa lineare:
det(cA) = ™ det A.

e f:R* =R, (x,y) — 22+ y* non & una mappa lineare,
per esempio f(2-(1,1)) =8#4=2- f(1,1).

Osservazione. Le condizioni L1, L2 possono essere verificate simultaneamente dimostran-
do che
v+ pva) = Af(v1) + pf(ve)  Vor,v € VoA peK

Lemma 3.3. Sia f:V — W una mappa lineare tra K-spazi vettoriali K.
Allora f(0y) = Ow .

Dimostrazione. f(Oy) = f(Ox - v) = 0k - f(v) = Op. O

In particolare, se f(0Oy) # Ow, allora f : V' — W non & una mappa lineare, ad esempio
e’ =1+#0, quindi exp : R — R, z + ¢® non ¢& lineare.

Attenzione, questa condizione e necessaria, ma non sufficiente per la linearita: f :
R? = R, (z,y) — 2? + 3? non ¢ lineare, ma f(0,0) = 0.

Proposizione 3.4. Siano V,W,U spazi vettoriali su K e siano f .V =W, qg: W = U
applicazioni lineari. Allora

1. La composizione go f:V — U,v s g(f(v)) € lineare.

2. Se f:V — W ¢ invertibile (cioé¢ una funzione biunivoca), allora f~' : W — V ¢
lineare.
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Dimostrazione. 1. g(f(Avy 4+ pvg)) = g(Af(v1) + pf(v2))) = Ag(f(v1)) ‘|‘M9(f( 2)).
2. Dobbiamo dimostrare che f~'(Aw; + uwg) A f Ywy) + pf~H(wg). Definiamo

2).
vy = fH(wy) e vy = f7H(ws), cosi che wy = f(vy) e f(vy). Sfruttando f~'o f = idy
e la linearita di f otteniamo

FHQwitpws) = fH A (01)+af (v2)) = £ (f (Mitpen)) = Avortpvy = Af 7 (wi)+uf = (ws).
[l

Caso speciale. 1. Siano A € Mg(m,p) e B € Mg(p,n). Allora L4 : KP — K™ e
Lp : K" — KP, quindi le possiamo comporre:

£AO£B : K — KPP — K™
v — Bv
w = Aw

cioe L0 Lp(v) = A(Bv) = (AB)v = Lag(v), e quindi L4 0 L = Lap (si osservi che
AB € Mg(m,n)).

2. Se ipotizziamo che A € Mk(n) sia invertibile (ovvero det A # 0), allora L4 ¢
biunivoca/invertibile (£4)™' = L4-1.

“Le mappe lineari si comportano bene con i sottospazi vettoriali”.

Lemma 3.5. Siano V,W spazi vettoriali K e sia f:V — W una mappa lineare.
1. Se U<V, allora f(U)={weW |FueU st w= f(u)}aW.

2. Se Z<W, allora f[~Y(Z)={veV | flv)eZ}aV.
Dimostrazione. Esercizio. O
Consideriamo ora due casi che saranno rilevanti in questo corso.

Definizione 3.6. Siano V, W K-spazi vettoriali e sia f : V' — W un’applicazione lineare.
1 nucleo (o kernel) di f e

ker(f) = f({ow}) ={v €V | f(v) = Ow} V.
L immagine di f e
Im(f)=f(V)={weW |weVst w= f(v)}<W.
Osservazione. Sia A € Mg(m,n). Allora L4 : K* - K™, e
ker(L4) ={v e K" | La(v) =0} = {v e K" | Av = 0} = Sol(A|0) = ker(A)
mentre 'immagine di A ¢ Im(A) :=Im(L,4). Quindi dato b € K™, si ha che
belm(A) & JveK"st. Av =b<« Az = b é risolubile < b e Col(A)

cio¢ Im(A) = Col(A), in particolare dim Im(A) = rg(A).
In analogia, definiamo il rango di una mappa lineare.
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Definizione 3.7. Siano V, W spazi vettoriali sul campo K e sia f : V — W un’applica-
zione lineare. Il rango di f ¢ rg(f) := dim Im(f).

Esempio. Sia [ : K[t]<a = K[t|<1, p(t) — tp"(t) — p'(t).
Verifichiamo innanzitutto che f ¢ lineare utilizzando il fatto che la “derivata” ¢ lineare:
FOp(t) + pq(t)) = t(Ap(t) + pq(t)” — (Ap(t) + pa(t))" = t(Ap" (1) + pq" (X)) — (AD'(t) + pg'(1))
= AWp"(t) = (1)) + u(td"(t) — ¢'(t)) = Af(p(t)) + 1f (a(t))
Sia p(t) = ag + a1t + ast?, allora f(p(t)) = 2ast — (a3 + 2ast) = —ay, quindi
ker(f) = {p(t) € K[t]<z | tp"(t) — p'(t) = 0} = {ag + ast*|ag, az € K} = Span(1,t?)
Im(f) = {—ai|a; € K} = Span(1).

3.1.1 L’insieme delle mappe lineari € uno spazio vettoriale

Siano V, W spazi vettoriali sul campo K.
L’insieme F(V.W) = {f : V — W} delle funzioni da V' a W puo essere equipaggiato
con 2 operazioni interne come segue. Siano f,g € F(V,W) e A € K, allora

fHg: V=W (f+g)(v)=f(v)+g)
AV = W (Af)(v) = A(f(v))

Si puo vedere che F(V, W) con queste 2 operazioni & uno spazio vettoriale (su K).

Definizione 3.8. Siano V, W spazi vettoriali sul campo K. L’insieme delle applicazioni
lineari f : V' — W verra indicato con con Hom(V, W) = {f :V — W | f & lineare}.

Se V. = W, allora un’applicazione lineare f : V' — V e chiamata endomorfismo, e
End(V) := Hom(V, V).

Lemma 3.9. Hom(V, W) ¢é un sottospazio vettoriale di F(V,W).

Dimostrazione. Esercizio. OJ

3.2 Suriettivita ed iniettivita delle mappe lineari

Proposizione 3.10. Siano V,W K-spazi vettoriali e f € Hom(V, W).
Se V = Span(vy, ... ,v,), allora Span(f(v1), ..., f(v,)) = Im(f).
In particolare, dim Im(f) < dim V.

Dimostrazione. Sia w € Im(f), quindi esiste v € V tale che f(v) = w. Da V =

Span(vy, ..., v,) deduciamo che esistono Aq,...,\, € K tali che v = Mvy; + ... + \vu,.
Quindi

w=f)=fAv1+ ...+ X)) =AM f(v1) + ...+ Ao f(vn) € Span(f(v1),. .., f(va)).
In particolare, se {vy,...,v,} ¢ una base di V, otteniamo dimIm(f) <n =dimV. O

Osservazione. Quindi un’applicazione lineare puo solo “trasformare” uno spazio vettoriale
in uno di dimensione uguale o inferiore, ma non in uno di dimensione maggiore; per
esempio non puo “trasformare” una retta in un piano.
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3.2.1 Suriettivita

Teorema 3.11 (Criterio di suriettivita per le mappe lineari). Siano V, W spazi vettoriali
sul campo K e sia f : V. — W una mappa lineare. Allora f ¢é suriettiva se e solo se

rg(f) = dimW.

Dimostrazione. f ¢ suriettiva se e solo se Im(f) = W. Poiché Im(f) <« W, 'affermazione
segue dal Teorema [2.16] O]

“Le mappe lineari suriettive conservano la proprieta di essere generatori.”

Lemma 3.12. Siano V,W spazi vettoriali sul campo K, f € Hom(V,W) e {vy,...,v,}
un insteme di generatori di V.
Allora f ¢é suriettiva, se e solo se Span(f(v1),..., f(v,)) =W.

Dimostrazione. Dalla Proposizione sappiamo che Span(f(v1),..., f(v,)) = Im(f).

]
e 12 3 s e
Esempio. i) Sia A = 45 6)€ Mg(2,3). La mappa L4 : R® — R? ¢ suriettiva?
{e1, €2, e3} generano R3, quindi dalla proposizione precedente sappiamo che
1\ [2\ (3 )
Im(L4) = Span(La(e1), La(ez), La(es)) = Span 45 \e)) = Col(A) =R
Quindi L4 ¢ suriettiva .
1 2
ii) Consideriamo B = |3 4| € Mg(3,2). La mappa Lp : R* — R? ¢ suriettiva?
5 6
Come sopra, sappiamo che
1 2
Im(Lp) = Span(La(er), La(e2)) =Span | | 3|, [4] | = Col(B)
5) 6

Da dim Col(B) = rg(B) = 2 < 3 = dim R?, segue che la mappa Lz non ¢& suriettiva.
iii) Sia C' = (1 29

2 46
Come sopra

In(£e) = Span(Le(er), Le(es), Lcles)) = Span (@ | @ | @) - S <<;>> P

Quindi L non é suriettiva.

> € Mg(2,3). La mappa L¢ : R® — R? ¢ suriettiva?

Osservazione. Per una matrice A € Myg(m,n), la mappa L4 : K* — K™ & suriettiva
se e solo se dimIm A = m, ovvero se e solo se m = dim Col(A) = rg(A). Ma rg(A) <
min(m,n), quindi m < n ¢ una condizione necessaria (ma non sufficiente) affinche £, sia
suriettiva.
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3.2.2 Iniettivita

Teorema 3.13 (Criterio di iniettivita per le mappe lineari). Siano V,W spazi vettoriali
sul campo K e f € Hom(V,W). Allora f é iniettiva se e solo se ker(f) = {0y }.

Dimostrazione. =| Supponiamo che f sia iniettiva e che v € ker f, allora f(v) = Oy =
f(Oy). Poiché f ¢ iniettiva, deduciamo che v = 0y, quindi ker(f) = {0y }.

<] Supponiamo che ker(f) = {0y}, e che v,v9 € V siano vettori con f(vy) = f(v2),
allora Oy = f(v1)— f(v2) = f(v1—v2), quindi v; —ve € ker(f) = {0y }. Quindivy; =vy. O

“Le mappe lineari iniettive conservano la proprieta di essere linearmente indipendenti.”

Proposizione 3.14. Siano V,W K-spazi vettoriali e sia f : V. — W un’applicazione
lineare iniettiva.

Se {vi,...,v,} C V sono linearmente indipendenti, allora {f(vy),..., f(v,)} C W
sono linearmente indipendentsi.

Dimostrazione. Scriviamo Oy, come combinazione lineare di {f(vy),..., f(vn)}:
OW = )\1f(1}1> =+ ... )\nf(vn) = f()\lvl =+ ... )\nvn) =4 )\1?)1 =+ ... )\nvn c ker(f) = {Ov}

quindi A\jvy + ... A\yv, = 0y. Utilizzando il fatto che {vq,...,v,} C V sono linearmente
indipendenti, otteniamo \; = ... =\, = Ok. O

1 2 3
4 5 6
solo se 0 = dimker(A). Per il teorema di Rouché-Capelli, le soluzioni del sistema lineare
Az = 0 sono uno spazio vettoriale di dimensione 3 —rg(A) =3 —2 =1, quindi £4 non ¢
iniettiva.

Esempio. i) Sia A = € Mg(2,3). La mappa L4 : R* — R? ¢ iniettiva se e

1 2
ii) Consideriamo B = |3 4| € Mg(3,2). Le soluzioni del sistema lineare Bz = 0
5 6
formano uno spazio vettoriale di dimensione 2 —rg(B) =2 —2 = 0, quindi £Lp : R? — R?
¢ iniettiva.
1 2
iii) Consideriamo D = |2 4| € Mg(3,2). Le soluzioni del sistema lineare Dx = 0
3 6
formano uno spazio vettoriale di dimensione 2 —rg(D) =2—1 =1, quindi Lp : R? — R?
non ¢ iniettiva.

Osservazione. Per una matrice A € Mg(m,n), la mappa L4 : K* — K™ ¢ iniettiva
se e solo se dimker A = 0. Per il Teorema di Rouché-Capelli deve valere n = rg(A).
Ma rg(A) < min(m,n), quindi n < m & una condizione necessaria (ma non sufficiente)
affinche £ 4 sia iniettiva.

3.2.3 Biettivita

Terminologia. Una mappa lineare biettiva (o biunivoca) f : V' — W & detta isomorfismo,
e si dice che V' e W sono isomorfi.

Una funzione ¢ biettiva se e sia suriettiva che iniettiva, quindi un isomorfismo preserva
sia la proprieta di essere generatori che la proprieta di essere linearmente indipendenti.
In altre parole: “le mappe lineari biettive preservano le basi”.
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Proposizione 3.15. Siano V,W K-spazi vettoriali e sia f : V. — W un’applicazione
lineare biunivoca.

Se {vi,...,v,} € una base di V', allora {f(v1),..., f(v,)} é una base di W, in parti-
colare dimV = dim W.

Dimostrazione. Segue da Proposizione [3.10] e Proposizione [3.14] O
Corollario 3.16. Sia A € Mg(m,n) tale che L4 ¢é biunivoca, allora m = n.

Osservazione. Sia A € Mg (m,n) una matrice. Se m # n, allora L4 : K» — K™ non e
invertibile, e quindi anche A non é invertibile. Ecco perché nella Sezione [1.2.4] ¢i siamo
limitati alle matrici quadrate.

3.3 Teorema nullita piu rango e sue conseguenze

Teorema 3.17 (Teorema nullita piu rango). Siano V, W spazi vettoriali su un campo K
e sia f:V — W un’applicazione lineare. Allora

dimker f + dimIm(f) = dim V.

Dimostrazione. Sia B = {by,...,b,} una base di ker f (ricordiamo che B = ) se ker f =
{0}) e completiamola base di V:

B/ - {bl,...,bp,bp+1,...,bn}.

Dalla Proposizione [3.10} sappiamo che

Im(f) = Span(f<b1)7 s 7f<bp)7 f(bp+1)7 cee 7f<bn)) = Span(OWa cee 70W7 f(bp+1)7 EIR) f(bn>>
= Span(f(bp+1)7 O f(bn))

Quindi {f(bpt1),- .., f(bn)} genera Im(f). Se dimostriamo che sono linearmente indipen-
denti, ne formano una base, quindi dim Im(f) = n — p e abbiamo finito.
Siano quindi A,41,..., A, € K degli scalari tali che

Ow = Mpr1f(Ups1) + oo+ A f (0n) = FApr1Vps1 + - o 4+ Ann)

quindi Ap1vp41 + - .. + A\, € ker(f).
Ma ker(f) = Span(by, ..., b,), quindi esistono A, ..., \, € K tali che

/\p+1’Up+1 + ...+ /\nvn = /\1U1 + ... /\pUp

Otteniamo A\vy + ... AUy — Api1Ups1 — ... — A0, = Oy, ma B’ ¢ un insieme di vettori
linearmente indipendenti, quindi Ay = ... =\, = A\p1 = ..., Ay = Ok, O

Esempio. Sia f : K[t]<o — K[t]<1, p(t) — tp"(t) — p'(t) (vedi Esercizio a pagina [p5).
Abbiamo visto che ker(f) = Span(1,¢?) e Im(f) = Span(1), quindi dimker(f) =2 e
dimIm(f) = 1.

o8



Osservazione. Sia A € Mg(m,n), allora il Teorema m applicato a L4 : K* — K™ ci
dice

dim Sol(A|0) = dimker(L£4) = n — dimIm(A) = n — rg(A),
quindi lo spazio delle soluzioni di un sistema lineare risolubile dipende da n — rg(A)
parametri, come gia sapevamo dalla parte 2. del Teorema (Rouché-Capelli).

Osservazione. Sia f € Hom(V, W), il teorema di rango-nullita ha le seguenti conseguenze
(gia dedotte in predcedenza per L4, A € Mxg(m,n)).
1. Se f & suriettiva, allora dim Im(f) = dim W, quindi dim W = dim V' — dim ker f <
dim V. In altre parole, se dimV < dim W, allora f non puo essere suriettiva.

2. Se f e iniettiva, allora dimker(f) = 0, quindi dimV = dimIm(f) < dimW. In
altre parole, se dim V' > dim W, allora f non puo essere iniettiva.

3. Se f & biunivoca, allora dim V' = dim W. In altre parole, se dim V' # dim W, allora
f non puo essere biettiva (vedi anche Proposizione [3.15]).

Proposizione 3.18. Siano V e W spazi vettoriali sul campo K della stessa dimensione
dimV =dimW e sia f:V — W una mappa lineare.
Allora f ¢ iniettiva se e solo se [ é suriettiva se e solo se [ é biettiva.

Dimostrazione. Sia f iniettiva, allora dimker(f) =0 = dimW = dim V' TER Qim Im(f)
e quindi f e suriettiva.

Sia f suriettiva, allora dimV = dimW = dimIm(f) < dimker(f) 2R fimV —
dimIm(f) = 0 e quindi f ¢ iniettiva. O

Ne segue un’altra caratterizzazione delle matrici invertibili:
Corollario 3.19. Sia A € Mx(n) allora A ¢é invertibile se e solo se L4 ¢ biettiva.
Dimostrazione. L, € biettiva < L4 € suriettiva < rg(A) = n < A ¢ invertibile. O

Esempio. ¢ Sia f : K[t]<3 — Mk(2,2) la mappa lineare data da

F(p(t)) = < 5,((00)) 5;%) e flag+ at + ast® + ast®) = <2a£2 6%3)

ag + ait + ast? + ast® € ker(f) & ap = a; = 2ay = 6az = 0, i.e. ker(f) = {0}, quindi f ¢
iniettiva.
Poiché dim K[t]<3 = dim Mg(2,2) =4, f ¢ anche suriettiva, quindi ¢ un isomorfismo.

o Sia g : K[t]<s = Mxk(2,2)la funzione lineare definita da g(p(t)) = (_ng(()())) _’;,(,%)) ie.

a a
g(ao + &1t + &2t2 + a3t3) = <_20 _21(12>

Otteniamo ag + a1t + agt? + azt® € ker(g) & ag = —ap = a1 = —2ay, i.e ker(g) =

{a3t? | a3 € K} = Span(#?). Quindi g non ¢ iniettiva, e quindi nemmeno suriettiva perché
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Notiamo che dim ker(g) , quindirg(g) = 4—1 = 3, infatti Im(g) = Span(g(1), g(t), g(t?), g(t?)) =

Span (B0 (31). (4 20)

o Sia h : K[t]<s — K? la mappa lineare data da h(p(t))

Il

/N
S
I =
=
=
N—

—

o

h(ag + ait + a2t2) _ (ao +ai + az)

ao—a1+a2

Otteniamo ag + ait + ast? € ker(h) < ag + ay + ay = ag — a1 + as = O, i.e ker(h) =
{ag + ait + ast? | a1 = Og,as = —ag} = Span(1l — t?), quindi h non & iniettiva, ma
rg(h) =3 —1=2=dimK? e quindi h ¢ suriettiva.

3.4 Come definire una mappa lineare?

Siano V, W spazi vettoriali sul campo K, come possiamo costruire una mappa lineare
f 'V — W? 1l prossimo risultato ci dice che e sufficiente decidere il comportamento di f
rispetto ad una base di V.

Teorema 3.20 (Teorema di interpolazione). Siano V. W spazi vettoriali sul campo K.
Sia B ={by,...,b,} una base di V' e siano wy, . ..w, vettori di W. Allora esiste un’unica
funzione lineare f :' V — W tale che f(v;) = w; per ognii=1,...,n.

Quindi per dare una mappa lineare e sufficiente dare 'immagine dei vettori di una
base: “Una mappa lineare ¢ completamente determinata dal suo comportamento su una
base”.

Dimostrazione. Per prima cosa vediamo come si definisce f, poi dimostreremo 1'unicita.
Sia v € V e consideriamo le sue coordinate rispetto alla base B: (v)g = (A1, ..., \,)T € K",
cioe v = A\by + ...+ \,b,. Definiamo

FiV oW, fu wal

Chiaramente vale f(v;) = w; per ogni ¢ = 1,...,n e verifichiamo che tale funzione ¢
lineare. Siano v,u € V, (u)g = (U1,---,in)’, (V) = (A1,..., M), le loro coordinate
rispetto alla base B, e h,k € K. Allora (h-u+k-v)g = (hur + kX1, ..., bty + k)T,
quindi

f(hutkv) = fQ(hptkA)b; = 3 (hpitkw ;e hz i wﬁkZ (u)+kf(v)

Verifichiamo ora che f & l'unica funzione in Hom(V, W) con le proprieta richieste.

Supponiamo quindi che g :€ Hom(V, W) soddisfi g(v;) = w; per ogni i = 1,...,n. Sia
v,€V, esiano (v)g = (A1, ..., \)7, le sue coordinate rispetto alla base B, allora

f(v) —g(v) = f(z Aiv;) — 9(2 Aiv;) = ZAiwi - Z Aiw; = Ow
Quindi f = g. O
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Esempio. Sia f: Q* — Q[t]<2 la mappa lineare definita da

e o)

allora f(1) = f(=2(§) +3(1)) = =2(1 +¢) + 3(t* — t) = —2 — 5t + 3t*.

Esempio. Sia g : R* — R? la mappa lineare definita tramite

g(e) = (é) , glez) = <_02> . gles) = <_32>

I —gteertyenteen o[ ru (D) (B) = (22 2 [y
allora g | Y | = glxer +yez + z€3) =T | o Y\ o “\l2/ 76 0o —2/|Y

z z
Questa costruzione si generalizza a qualsiasi mappa lineare K™ — K™ in altre parole:

Lemma 3.21. Ogni mappa lineare f : K" — K™ ¢ della forma f = L4 per una certa
Ae MK(TTL, n)

Dimostrazione. Basta prendere come colonne di Aivettori f(ey),..., f(e,), dovees, ..., e,
e la base canonica di K", infatti:
f((zr, .- 7xn)T> = f(z Ti€;) = inf(ei) =A-(z1,... Ji'n)T 0

Vediamo ora come una mappa lineare tra spazi vettoriali arbitrari puo essere codifi-
cata/descritta tramite una matrice.

Esempio. Sia f : K[t|]<s — Mxk(2,2) la mappa lineare

2 3y _ [ @0 @1
f(a() + alt + CLQt + (Igt ) = (2&2 6@3)

Qui un ruolo centrale e svolto dai coefficienti ag, ai, as,as, e vorremmo sottolinearne
I'importanza.

Il primo passo consiste nel collegare qualsiasi spazio vettoriale con un K" adeguato.

Teorema 3.22 (Teorema di isomorfismo con K"). Sia V' uno spazio vettoriale K di
dimensione dim'V = n. Allora esiste un isomorfismo f:V — K",

Dimostrazione. Sia B = {by,...,b,} una base di V e si definisca la mappa lineare f :
V' — K" tramite f(b;) = e;, dove {ey,...,e,} ¢ la base canonica di K".

Otteniamo immediatamente che Im(f) = Span(f(b), ..., f(b,)) = Span(ey,...,e,) =
K", quindi f e suriettiva. Ma dim V' =n = dim K", quindi f € biunivoca. O

Corollario 3.23. Siano V,W spazi vettoriali sul campo K. FEssi sono isomorfi (V = W)
se e solo se dimV = dim W.
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Dimostrazione. =] Dimostrato nella Proposizione [3.15]
<] Per il Teorema [3.22 esistono isomorfismi f : V — K" e g: V — K"; quindi g ' o f :
V' — W e un isomorfismo. O

Osservazione. La dimostrazione del Teorema [3.22| ci dice anche come costruire un’iso-
morfismo f : V' — K". Data una base B di V, mappiamo ogni vettore v € V sulle sue
coordinate rispetto a B: f(v) = (v)s.

Abbiamo quindi un dizionario per passare da V' a K" e viceversa.

Definizione 3.24. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e sia B = {by,...,b,} una
base di V', e sia & = {ey,...,e,} la base canonica di K".
La mappa lineare Xz : V — K", b; — ¢; & chiamata mappa delle coordinate di B.
La mappa lineare Pg : K" — V. e; — b; € chiamata mappa di parametrizzazione di B.
A1
Sia v = Aby 4+ ...+ \b, € V, allora Xp(v) = Aer +...+ e, = ( : ) € K", quindi

An
Xp estrapola le coordinate di v rispetto alla base B.

al
Si noti che Pg = Xgl, quindi PB< : ) =aiby + ...+ a,b,.

Qn

Ora abbiamo tutti gli ingredienti per codificare una mappa lineare in una matrice.

3.4.1 Matrice rappresentativa

Siano V, W spazi vettoriali K, f : V' — W una mappa lineare., B = {by, ..., b,} una base
diVeC={ec,...,cn} una base di W.

Consideriamo la mappa X¢o f o Pg: K* — K™. Per il Lemma |3.21} essa coincide con
la mappa L4 per una matrice A € Mg(m,n), e vogliamo determinare questa matrice A.

v w
XeofoPg=Ly:K"— K™, PBT JXC A=?
Kn 7’2:;;’> Km

La mappa Xco fo Pg =L, : K* — K™ e determinata dal suo comportamento rispetto
alla base canonica {ey,...,e,} di K™

Ave; = Lale;) = Xe(f(Psle;)) = Xe(f(b) = (fb)e <= A= ((f())e|--|(f(ba))e)

In parole: la colonna j-esima di A é data dalle coordinate di f(b;) rispetto alla base C.

Definizione 3.25. Siano V, W spazi vettoriali sul campo K, f : V — W una mappa
lineare, B = {by,...,b,} una base di Ve C = {cy,..., ¢y} una base di W.
La matrice rappresentativa di f rispetto a B e C & 'unica matrice ME(f) = A € Mg(m,n)
tale che

La=Xco foPg,

cioe la cui j-esima colonna ¢ data dalle coordinate di f(b;) rispetto alla base C.

Notazione La matrice rappresentativa di di f rispetto a B e C & anche chiamata
matrice di trasformazione o matrice che rappresenta f rispetto a B e C.
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Esempio. ¢ Per una matrice A € Mxg(m,n), abbiamo M&,(L4) = A, dove € e &' sono
le basi canoniche di K" e di K™.

o Consideriamo V' = K[t]<g ¢ W = Mxg(2,2), con le basi B = {1,t,t*} e C =
{(88),(38),(98),(39)} rispettivamente. Sia f : K[t]<o — Mxk(2,2) la mappa lineare

f(ag + art + a2t2) = < fto Go a2>

ao—a1+a2 0

0 = (10 =10 o) +1(o ) =10 0)+ofo )
o = (5 5) =0y o) +1(6 o) 0} o )+o§8 ) = aen

e = (o) = 9o 0) (o) lo s

o Consideriamo gli spazi vettoriali K[t]<s e K2 con basi B = {1,1 +¢,1 + t*} e
C = {e1,e1 + e} rispettivamente. Sia h : K[t]<o — K? la mappa lineare

O =

2\ ap +a; + ag
h(a0+a1t+a2t)—< ai — 2as )
Allora
1
h(l) = 0 =1-e1+0- (e +e2),
9 11 4
hl+t) = []]=1-er+1-(er+ten), :>M‘§(h)=<0 1 —2>
2
h(1+t%) = _2>=4-61—2-(€1+€2)

L’utilita principale della matrice di trasformazione ¢ quella di fornirci un dizionario
molto efficace per tradurre problemi su spazi vettoriali astratti in problemi su K".

Fatto 3.26. Siano V,W spazi vettoriali sul campo K, B = {by,...,b,} una base di V e
C={c1,...,cm} una base di W. La funzione

Hom(V, W) — Mgk (m,n)
f— ME(f)

e un isomorfismo di spazi vettoriali.
In particolare dim Hom(V, W) = mn, e per ogni f,g € Hom(V, W), A € K vale

ME(f+9) = M) +MElg)  MES) =IME(])

Come spiegato nelle proposizioni seguenti, tramite la matrice di trasformazione possia-
mo: i) tradurre un problema su una mappa lineare in un problema matriciale; ii) ridurre
calcoli complicati ad operazioni matriciali.
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Proposizione 3.27. Siano V, W K-spazi vettoriali, con basi rispettivamente B = {by,...,b,}
eC={ci,....cm}t. Sia f:V — W una mappa lineare e sia A := ME(f) la matrice
rappresentativa corrispondente. Se v =37, \;jb; e f(v) = XL, pici, allora

A1 H1
)\2 M2 .
A. =1 cioé A-(v)p=(f(v))e
A M,
A
A

In particolare, v € ker f < “| ekerA e dim Im(f) =rg(f) =rg(A).
An

Dimostrazione. Per definizione di A abbiamo A-Xp(v) = Xc(f(v)) = (f(v))e, el risultato
segue dalla definizione di mappa delle coordinate. O

Abbiamo gia visto una ragione alla base della definizione del prodotto righe per
colonne, ovvero tradurre i sistemi lineari in matrici. Vediamo ora altre motivazioni.

Proposizione 3.28. Siano V,W,U spazi vettoriali K, con basi rispettivamente B, C e D.
1) Siano f:V — W e g: W — U applicazioni lineari, allora

Mp(go f) = Mp(g) - ME(f).
2) Sia f:V — W una mappa lineare invertibile, allora
(ME(f)™ = Mp(f7).
3) Siano B', C' basi rispettivamente di V e W e sia f : V — W una mappa lineare, allora
ME () = Mé (idw) - ME(f) - MG (idy).

Dimostrazione. La dimostrazione di 1) ¢ un calcolo che utilizza le varie definizioni, simile
alla dimostrazione della Proposizione [3.27]
2) e 3) seguono da 1). O

3.4.2 Matrice di cambio di base

Definizione 3.29. Sia V uno spazio vettoriale K e siano B, B’ basi di V. La matrice
MGE, (idy),
e chiamata matrice di cambio di base o matrice di transizione.

Si osservi che ME, (idy) = ME (idy)~".

Sottolineiamo che le colonne di M&, (idy) sono le coordinate dei vettori in B rispetto
alla base B, e vale (v)g = ME (idy) - (v)s.
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Esempio. Consideriamo R? con basi B = {e1,ex} e B = {e; — 2e9,2¢; — 3e5}. Allora
e1 = —3(e; — 2e3) + 2(2e1 — 3es) ey = —2(e; — 2e3) + 1(2e7 — 3eq),

Quindi
. -3 =2
Mg/(ZdR2> — ( 2 1 )

Quindi, ad esempio, sia v € R? il vettore con coordinate (v)z = (4, —7)7 rispetto a B,
allora v rispetto a B’ ha coordinate

(V) = ME (idge) = (‘23 ‘12) - <_47) = (?) -

Se nel punto 3) della Proposizione prendiamo V' = W (cioe f € Hom(V,V) =
End(V), C = B e C' = B’ otteniamo la formula del cambio di base:

ME(f) = ME (idy) - ME(F) - ME (idy)
ME(f) = ME (idy)~" - ME(f) - ME (idy)

Definizione 3.30. Siano A, B € Mg(n) matrici quadrate. Diciamo che A e B sono
simili (o coniugate), se esiste una matrice P € My (n) invertibile, tale che B = P~1AP.

Osservazione. Due matrici A, B € Mg(n) simili rappresentano la stessa applicazione
lineare rispetto a basi diverse (la matrice P da il cambio di base).

In particolare, matrici simili A, B € Mg(n) hanno lo stesso rango rg(A) = rg(B),
lo stesso determinante det(B) = det(P~'AP) = det(A) (per Binet) e la stessa traccia:
tr(A) = tr(B) (Esercizio).
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Capitolo 4

Endomorfismi e diagonalizzazione

In questo capitolo ci concentreremo su una particolare famiglia di mappe lineari, gli
endomorfismi: mappe lineari da uno spazio vettoriale a se stesso.

Definizione 4.1. Sia V uno spazio vettoriale su K. Una mappa lineare f : V — V ¢
detta endomorfismo. End(V) := Hom(V, V') denota l'insieme degli endomorfismi di V.

Dal Fatto segue che, se dimV = n, allora End(V') & uno spazio vettoriale di
dimensione n?; e che fissata una base B di V, si ha un isomorfismo

End(V) — Mxk(n)
f— ME(f)
Il nostro obiettivo & quello di trovare una base B di V, per la quale ME(f) si presenti
in una forma particolarmente maneggevole e il significato geometrico di f sia chiaro.

Esempio. Consideriamo lo spazio vettoriale R? e la mappa lineare f : R? — R? data
dalla riflessione rispetto a una retta [ C R? di inclinazione 6 che passa per Og:.

Consideriamo la base canonica £ = {e1, e} di R? e scriviamo la matrice rappresenta-
tiva M&(f). Considerazioni geometriche e trigonometriche danno:

~ [cos(20) [ sin(20) g, [cos(20) sin(20) \
fle) = (sin(%’)) » flea) = (— cos(26) — Me(f) = sin(20) —cos(20)) A
Consideriamo ora una base B = {by, by} di R?, che colga la geometria del problema:

b, giace sulla retta [ e by ¢ ortogonale a [, ad esempio b, = (Z?S((g)) ) e by = (_Cslsr(lé?)) La

matrice rappresentativa ME(f) e

1 0
Fbr) = by, f(bs) = by — ME(f) = (O _1> .
Sia P la matrice di cambio di base

poe i) = ((50) ~snl0)

Secondo la Proposizione [3.28] il cambiamento di base influisce sulla matrice rappresenta-
tiva, come segue:

ME(f) = ME(idy ) ME(f)ME (idy) ovvero D = P~1AP.
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Domanda. Dato un endomorfismo f : V' — V. e possibile trovare una base B di V'
tale che la matrice ME(f) rappresentativa di f rispetto a tale base sia diagonale?

In altre parole, data una matrice A € Mk(n), esistono una matrice diagonale D €
Mxk(n) e una matrice invertibile P € Mx(n) tali che D = P~1AP?

Notazione. Quando dovremo scrivere una matrice contenente molti zeri, useremo la
convenzione di omettere le entrate nulle.
01
. . . . 52 . . .
Indichiamo una matrice diagonale , con la notazione abbreviata diag(dy, . . ., d,).

.é_n

4.1 Autovettori ed autovalori

Definizione 4.2. Sia V uno spazio vettoriale K e sia f : V' — V un endomorfismo.
Uno scalare A € K e un autovalore di f, se esiste un vettore non nullo v € V', v # Oy
tale che f(v) = A -wv.
Un vettore non nullo v € V', v # Oy € un autovettore di f se esiste uno scalare A € K
tale che f(v) = A - v; in questo caso, A & detto autovalore di v
Lo spettro di f & I'insieme di tutti gli autovalori di f: S(f) = {\ € K| A ¢ un autovalore di f}.

Esempio. 1) Nell’esempio della pagina precedente, i vettori by e by sono autovettori con
autovalori rispettivamente pari a 1 e —1.

1 2 3
2) Sia A= (3 1 2| € Mg(3,3). L’endomorfismo L4 : Q> — Q® ha autovettore
2 31
u = (1,1,1)T di autovalore 6, infatti A-u = (6,6,6) =6 - u.
3) Sia f: V — V un endomorfismo e sia v € ker(f),v # 0, allora f(v) = 0y = Ok - v,
quindi Og e un autovalore di f.

Definizione 4.3. Sia V uno spazio vettoriale K e sia f € End(V). Diciamo che f e
diagonalizzabile se esiste una base di V' costituita da autovettori di f.

Osservazione. 1l significato della Definizione & che un endomorfismo e rappresentabile
in forma diagonale precisamente quando ¢ diagonalizzabile, infatti se B = {by,...,b,} ¢
una base di V' costituita da autovettori di f € End(V'): f(b;) = A\;b;, allora

At
B A2 .
Mi(f) = . = diag(A1,..., A\n)
An
Viceversa, se ME(f) ¢ diagonale, allora tutti gli elementi di B sono autovettori.

Alla luce di questa osservazione e delle formule del cambio di base (si veda la Sezione
B:4.2), otteniamo che un endomorfismo f € End(V) ¢ diagonalizzabile se e solo se la
matrice A := MAE(f) rappresentativa di f rispetto ad una base B di V & simile ad una
matrice diagonale.
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Infatti, se C = {¢1,...,¢,} € una base di V' costituita da autovettori, allora basta
prendere D := MS(f) e P := M§(idy), e per la Proposizione vale P7'AP = D.

Viceversa, se esistono una matrice diagonale D = diag(dy,...,0,) € Mg(n) e una
matrice invertibile P € My(n) tali che D = P~'AP, allora D rappresenta f rispetto alla
base C = {ci,..., ¢, }, determinata da P = M§(id). Per definizione f(c;) = dic;: ¢; ¢ un
autovettore.

Abbiamo quindi il seguente criterio.

Teorema 4.4 (1° criterio di diagonalizzazione). Sia V' un K-spazio vettoriale di dimen-
sione dimV =n, f € End(V).

Allora, Uendomorfismo f ¢ diagonalizzabile se e solo se la matrice A = ME(f),
rappresentativa di f rispetto a una base B di V', e simile ad una matrice diagonale:
esistono una matrice diagonale D € Mg (n) e una matrice invertibile P € Myg(n) tali

che D = P"1AP.

Osservazione. a) Da 3) dell’esempio precedente, si ottiene che un endomorfismo f : V — V
non ¢ iniettivo se e solo se ker(f) # {0y} se e solo se O ¢ un autovalore di f.

b) In generale, uno scalare A € K & un autovalore di f se e solo se ker(A-idy —f) # {0y },
infatti vogliamo che esista un v € V' non nullo tale che

fv)y= e v—fv) =0y < (Aidy — flv="0y.

c¢) Benché il concetto di diagonalizzabilita sia definito relativamente ad un endomor-
fismo, ¢ consuetudine parlare di diagonalizzazione, autovettori ed autovalori della ma-
trice A € Mx(n) riferendosi alla diagonalizzazione, agli autovalori e agli autovettori
dell’endomorfismo associato £4 : K® — K" (si ricorda che A = M&(L4)).

4.2 Polinomio caratteristico

Come si trovano gli autovalori e gli autovettori di un endomorfismo?

Siano V un K-spazio vettoriale di dimensione dimV =n, f : V' — V un endomorfismo
e A := ME(f) la sua matrice rappresentativa rispetto alla base B di V.

Abbiamo la seguente catena di equivalenze:

A € K ¢ un autovalore di f <= ker(\-idy — f) # {0y}
< ker(A-I, — A) # {0y}
— rg(A\-I,—A)<n
<~ det(A- [, —A)=0
Quindi, per trovare gli autovalori, cerchiamo gli scalari che danno un sistema lineare
omogeneo con piu di una soluzione.

Gli autovettori relativi a un autovalore sono le soluzioni non banali di questo sistema
lineare omogeneo.

Esempio. Consideriamo la mappa lineare f : R? — R? data dalla riflessione rispetto alla
retta | C R? di inclinazione 6§ = % che passa per Og2. La sua matrice rappresentativa
rispetto alla base canonica di R? &:

A=) = (

M‘%l\.’)\)—l
bl
N————
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Gli autovalori di f soddisfano

)\_% _§ 1 1 \/§\/§
= (A=) A+o)— L2220 =

5 5 M—1=(A=1)(\+1)

0 =det(A,—A) = det (

cioe S(f) ={-1,1}.
Ora, per determinare gli autovettori relativi all’autovalore A = 1, dobbiamo calcolare
ker(1- 1, — A):

1—1 _¥3 1 1 —/3 V3
ker (_\/g 14 ;> ker (_\/3 % ) ker <O 0 Span |

2 2

Similmente, gli autovettori relativi all’autovalore A = —1 si ottengono calcolando
ker(—1-1I, — A):

_1_1 _ 3 _ _ V3
ker< i@Q —1—12-§> = ker (_ / _i) = ker (? (1)> :Span<<_1/§)>

2

e

1

Abbiamo ottenuto 2 autovettori ( ( \{§> e (7 \@)) che sono linearmente indipendenti,

quindi abbiamo una base di di R?: f & diagonalizzabile (come gia sapevamo).

Il nostro obiettivo ora ¢ quello di replicare questa procedura in generale e trovare
una strategia per determinare se un endomorfismo e diagonalizzabile e, in tal caso, come
trovare una base di autovettori.

Definizione 4.5. Sia A € Mk (n) una matrice quadrata. Il polinomio caratteristico di A
e il polinomio pa(t) = det(tl, — A) € K[t].

I polinomio caratteristico di un endomorfismo f : V' — V ¢ il polinomio p(t) =
det(tI, — A) € K[t], per qualsiasi matrice rappresentativa A := ME(f) di f.

Si noti che effettivamente p(t) non dipende dalla scelta della base B di V.
Lemma 4.6. Siano A, B € Mxg(n) matrici simili, allora pa(t) = pg(t).

Dimostrazione. Sia P € Mg(n) una matrice invertibile tale che B = P~'AP. Allora, per
il teorema di Binet e le proprieta del prodotto righe per colonne, abbiamo

pp(t) = det(tl, — B) = det(tP~'I,P — P~ AP) = det(P*(tI, — A)P)
= det(P ') det(tl, — A)det P = det(tI, — A) = pa(t) O

Il polinomio caratteristico gode delle seguenti proprieta.

Proprieta. Sia V' uno spazio vettoriale K e sia f € End(V).
o Gli autovalori di f sono le radici in K del suo polinomio caratteristico ps(t) € K[t].

o [l polinomio caratteristico ps(t) ha grado n.

o In particolare, lo spettro S(f) ha cardinalita al pitu n.

Osservazione. L’ultima proprieta segue dal fatto che un polinomio p(t) € KJt] di grado n,
ha al pit n radici in K (contate con molteplicita, si veda la prossima sezione).
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Esempio. a) Il polinomio caratteristico di una matrice A = (¢%) € Mg(2) ¢

t—a —b )
det( . t—d>_t — (a+d)t + (ad — bc)

b) In generale, il polinomio caratteristico di una matrice A € Mg(n) & della forma
pa(t) =t" —tr(A)t" !+ a, ot" P4 4+ (—1)"det A
dove tr(A) = a1 + aso + -+ - + anp € la traccia di A.

Osservazione. 1) Alcuni autori definiscono il polinomio caratteristico come det(A — tI,,).
Questa definizione differisce dalla nostra definizione p4(t) = det(tl,, — A) per un segno
(—1)™. Mantiene la proprieta di avere come radici gli autovalori di A; tuttavia la nostra
definizione fornisce un polinomio monicd?, mentre con la definizione alternativa ¢ monico
solo quando n e pari.

2) Nel problema della diagonalizzazione, il campo K gioca un ruolo importante!

La catena naturale di inclusioni QQ C R C C produce le inclusioni

Mg(n,n) C Mgr(n,n) C Mc(n,n)

E possibile che una matrice sia diagonalizzabile su C ma non su R, e che una matrice sia
diagonalizzabile su R ma non su Q.

Esempio. ¢) Il polinomio caratteristico di M = (9 ') & 2 + 1.

Su R il polinomio ¢? + 1 non ha radici, quindi M non ha autovalori e non pud essere
diagonalizzabile.

D’altra parte, se K = C, allora t*+1 ha 2 radici: i (i ¢ 'unita immaginaria: i = —1)
e vedremo che M ¢ diagonalizzabile su C.

d) 1l polinomio caratteristico di N = (9}) ¢ t* — 2, che non ha radici in Q, quindi N
non puo essere diagonalizzabile su Q. Ma t*> — 2 ha 2 radici reali: £1/2 e vedremo che N
¢ diagonalizzabile su R.

4.3 Molteplicita

Sia A € K un autovalore dell’endomorfismo f : V' — V. GIi autovettori relativi all’au-
tovalore A (insieme a Oy ) sono le soluzioni di un certo sistema lineare omogeneo, quindi
formano un sottospazio vettoriale di V.

Definizione 4.7. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e sia A € K un autovalore
dell’endomorfismo f: V — V.

» L’autospazio associato a A ¢ il sottospazio vettoriale V) := ker(\ - idy — f).
« La molteplicita geometrica di X ¢ mg(A) :=dim V) = dimV —rg(X-idy — f).
« La molteplicita algebrica di A ¢ ma(\) := max{k € N | (t — \)* divide p;(¢)}.

La molteplicita algebrica di un autovalore A conta quante volte A ¢ radice di ps(?),
ovvero “a quale potenza (t — \) appare in ps(t)”.

*monico significa che il coefficiente del termine di grado piu alto e 1.
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Esempio. Sia pi(z) = (z — 1)3(z + 2), allora f ha 2 autovalori realo: 1 e —2, con
moltiplicita algebriche ma(1l) = 3, ma(—2) = 1.

Sia pa(z) = (z + 1)*(2* + 1)%. Come polinomio su Q o R, p, ha solo un’unica radice:
—1 con ma(—1) = 4.

Su C invece, py si scompone completamente py(t) = (z+ 1)*(z —¢)*(z +)?, quindi ha
3 radici complesse: —1, i, —i con ma(—1) =4, ma(i) = ma(—i) = 2.

Ogni polinomio reale p(t) € R[] di grado 2 puo avere 0 radici (e.g. t* + 3), 1 radice
(e.g. *+2t+1), 0 2 radici (e.g. t* — 3t +2), ma mai pit di 2 radici, infatti vale il seguente
risultato, che il lettore conosce dalle scuole superiori e si dimostra usando la divisione tra
polinomi.

Teorema 4.8. Sia p(t) € K[t] un polinomio di grado n, e siano x1,...,x; € K tutte le
sue radici in K. Allora >; ma(z;) < n.

Su C, vale un risultato piu forte (che non dimostriamo)

Teorema 4.9 (Teorema fondamentale dell’algebra). Ogni polinomio complesso non nullo
p(t) € Clt] di grado n € N ha esattamente n radici, contate con molteplicita.

In altre parole, se {z,...,z} C C sono le radici complesse di p(t), allora Y _ma(z;) = n.
i=1

Proposizione 4.10. Sia V un K-spazio vettoriale e sia A € K un autovalore dell’endo-
morfismo f :V — V. Allora
1 <mg(A) <ma(\) <dimV

Dimostrazione. La prima e 'ultima disuguaglianza seguono dalle rispettive definizioni.
Per quella centrale, sia {by,...,b,} una base di V), <V e completiamola fino a ottenere
una base B = {by,...,b,,by11,...,b,} di V. La matrice rappresentativa A = ME(f) ¢

A0 0 aipr . a1y,
0 A .0 agpr1 ... agp,
. 0 )

A=10 0 ... A Gppy1 .- Gpy
0 0 .0 Qp+1ip+1l --- Qptin
Do .0 : :
0 0 o0 anpr1 oo G

Quindi il polinomio caratteristico ¢ ps(t) = det(tl, — A) =

t— A 0 e 0 —a1 p+1 N —Aa1n

0 t—X ... 0 —a2 p+1 N —Q2n

: : . 0 : : t—Qpiipr1 -+ —Qpyin
det| 0 0 ... t=2A Appt1 cee =y | = (AP :

0 0 0 b= Gpyipr1 - —Optin —Upp+1 oo t—apy,

: : 0 : ' :

0 0 0 —Qp pt1 oo t—apy,
da cui segue mg(A) = p < ma(\). O
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Definizione 4.11. Sia V' uno spazio vettoriale su K, f € End(V) e sia A € K un
autovalore di f.

L’autovalore A & detto regolare se ma(\) = mg(\).

L’autovalore A ¢ detto semplice se ma(\) = 1.

Si noti che se ma(\) = 1, allora mg(A) = 1; quindi un autovalore semplice ¢ automa-
ticamente regolare.

Proposizione 4.12. Sia V' uno spazio vettoriale su K e siano A, Ay € KA # Xy
autovalori distinti dell’endomorfismo f:V — V. Allora V\, NV, = {0y }.

Dimostrazione. Sia v € V), NV,,. Da v € V), otteniamo f(v) = \v; e da v € V),
otteniamo f(v) = Agv. Pertanto, \jv = f(v) = A, quindi (A — A\y)v = Oy. Poiché
A1 — Ag # Ok, dalla legge di annullamento del prodotto otteniamo v = 0y . O]

In particolare, due vettori propri con autovalori distinti sono linearmente indipendenti.
Piu in generale, “gli autorspazi contengono informazioni indipendenti!”.

Proposizione 4.13. Siano V un K-spazio vettoriale, f € End(V') e Ay, ... \x € K auto-
valori distinti (A; # \j per i # j) di f. Peri=1,...,k, sia v; un autovettore in V.
Allora {vy,...,vx} € un insieme di vettori linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Per induzione su k.

Il caso base k = 2 e risolto nella Proposizione

Supponiamo ora che {vy, ..., vx_1} sia un insieme di vettori linearmente indipendenti e
dimostriamo che vy, . . ., v; sono linearmente indipendenti. Sia Oy = pyv1+. . .+ pg_1Vk_1+
prvr (). Applicando f a (*) otteniamo

Oy = f(Oy)= f(uvy + ...+ pgp—1vk—1 + ppvr) = pr f(v1) + oo+ pe—1 f(k—1) + e f (vg)
= AU+ o1 A1 Uk—1 T+ R ARVR

e moltiplicando (*) per Ay otteniamo
Oy = i Arvr + -+ 1 ARUk—1 + e ARV
Sottraendo queste ultime 2 combinazioni lineari otteniamo

Oy =0y — Oy = (A1 — Ap)vr + - oo+ i1 (Mem1 — A)Ur—1

Poiché {vy,...,vx_1} € un insieme di vettori linearmente indipendenti, otteniamo (A —
M) = oo = pe—1(Ag—1 — A\g) = Og; ma i A; sono a due a due diversi, quindi py = ... =
ti—1 = Og e ci rimane p,vr = Oy da cui concludiamo che py = Ok. O

Diagonalizzare un endomorfismo f : V' — V significa che possiamo trovare una base

di V costituita da autovettori di f. Ma gli autovettori si dividono in autospazi differenti,

quindi per diagonalizzare f dobbiamo trovare una base B}, per ogni autospazio V), e avere
dimV =377, mg()\;). Infatti,

B =B U---B)

¢ un insieme di vettori linearmente indipendenti (segue dalla Proposizione [4.13)), e per
generare V| abbiamo bisogno che B abbia n = dim V' elementi.

T
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Si noti che

ma(\) + ma(X) + -+ + ma(),) <gradpy=n=dimV
VI VI VI
mg(A) + mg(hs) + -+ mg(h)

quindi, affinché mg(A\;) + mg(A2) + - - - + mg(\,) = dim V', & necessario che tutti i < siano
uguaglianze.
Riassumendo, abbiamo dedotto il seguente importante criterio.

Teorema 4.14 (2° criterio di diagonalizzazione). Sia V' uno spazio vettoriale di dimensio-
ne dimV = n sul campo K, e sia f : V — V un endomorfismo. Sia S(f) = {\1,..., \v}

linsieme degli autovalori di f. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:
1. f é diagonalizzabile.

2. Y ma(\;) =n e per ogni ma();) = mg(\;) per ognii =1,... k.
i=1

3.3 mg(\) =n.
i=1

Corollario 4.15. Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K di dimensione dimV =n, e
sia f 'V — V un endomorfismo. Se py ha tutte le sue radici in K e ogni autovalore é
semplice, allora f ¢é diagonalizzabile.

Dimostrazione. py ha tutte le sue radici in K significa che Z ma(A) = n.
AeS(f)
Ogni autovalore e semplice significa che 1 < mg(A) < ma(A) = 1, quindi ma(\) =
mg(\) per ogni A € S(f). O

Esempio. a) Il polinomio caratteristico di M = (9 ') & t* + 1, quindi M non ¢ diago-

nalizzabile su R (come gia visto).

Come matrice su C, M ha due autovalori: +7, entrambi semplici, quindi M ¢ diago-
nalizzabile su C.

b) Analogamente, il polinomio caratteristico di N = ($}) ¢ t* — 2, quindi N non ¢&
diagonalizzabile su Q, ma e diagonalizzabile su R.

Esempio. Il polinomio caratteristico di B = ({1) € Mg(2,2) ¢ (¢t — 1)?, quindi ha un
unico autovalore 1 con molteplicita algebrica ma(l) = 2.
Calcoliamo ora ’autospazio corrispondente:

1-1 -1 0 —1
Vlzker(Ig—B):ker< 0 1_1>:ker<0 0>:Span(((1))) = g =1<2

Quindi, B non ¢ diagonalizzabile (né su R né su C).
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4.4 Sintesi del processo di diagonalizzazione

Input Un endomorfismo f:V — V, dove dimV = n.
Passo 0 Scegliere una base B di V e scrivere A = ME(f) € Mk(n).
Passo 1 Determinare il polinomio caratteristico p4(t) = det(tf,, — A) di A.

Passo 2 Scomporre p4(t) su K, ovvero determinare gli autovalori Aj,..., A, di A e le loro
molteplicita algebriche ma(\), ..., ma(\,)

Controllo 1 Se Y ay, < n, allora Output: f non ¢ diagonalizzabile.
i=1
Passo 3 Per ogni \; € S(f) trovare una base C,, del’autospazio V), e determinarne la
molteplicita geometrica mg(\;).

Controllo 2 Se mg()\;) < ma();) per almeno un i € {1,...,r}, allora Output: f non ¢ diagona-
lizzabile.

Output f e diagonalizzabile: C = Cy, U...UC,, ¢ una base di V costituita dai vettori propri
di f, e inoltre:

ME(f) = Mglidy) - ME(f) - ME(idy)
I I I I
D = P! . A ) P

dove D = diag(Aq,...,\.) e le colonne di P sono i vettori di Cy, U ... U Cy,
(rispettando 1'ordine!).

3 -2 -1
Esempio. e La matrice A= |0 0 1 | ha polinomio caratteristico
2 -2 -1
t—3 2 1
pa(t) = det| 0 ¢t —1 |=tdet (t__;’ ti 1) + det <t__23 ;)
-2 2 t+1

=t =2 -1 +2t—2=13 224+t —2= (2 +1)(t—2)

A non e diagonalizzabile su R, poiché 2 ¢ I'unica radice reale di ps(t) e ma(2) = 1.
D’altra parte, su C la matrice A ha 3 radici distinte, ciascuna con molteplicita algebrica
uno, quindi su C la matrice A ¢ diagonalizzabile (Corollario [4.15).

3 —1 =2
e La matrice A= |1 0 —1] ha polinomio caratteristico
0 1 1
t—3 1 2
pa®) = det| =1 ¢+ 1 |=@-ydet "’ ' )ider( L 2
0 -1 -1 -1 t—1 -1 t—1

= (=3 —t+)+E+1) =" —4"+5t—-2=(t—1)*(t—2)

Su R (e anche su C) la matrice A ha 2 radici: 1,2 con ma(l) =2ema(2) =1: 1+2 =3
quindi il controllo 1 e superato.
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Determiniamo ora le molteplicita geometriche dei 2 autovalori: poiché 2 € un autovalore
semplice, sappiamo che mg(2) = 1, quindi procediamo calcolando mg(1) = dim V;:

-2 1 2 1 -1 -1 1 -1 -1 1
Vi =ker(1I3—A)=ker|-1 1 1|=ker|{0 1 O |=ker{0O 1 O |=Span]| |0
0 -1 0 0 -2 0 0 0 0 1

quindi mg(1) =1 < 2 = ma(1). Pertanto, A non ¢ diagonalizzabile né su R né su C.

4 -3 -3
e La matrice A= |1 0 —1] ha polinomio caratteristico
1 -1 0
t—4 3 3
pa(t) = det| =1 t 1| =—det 3 3 + (—1) t-=43 +1 t=43
t 1 -1 1 -1 t
-1 1 t
= —B3-3t)—(t—1)+t{t* -4t +3)=t>—dt* +5t —2=(t — 1)*(t — 2)

Il polinomio caratteristico € lo stesso dell’esempio precedente, quindi procediamo
direttamente al calcolo di mg(1) = dim V:

-3 3 3 1 -1 -1 1 1
Vi=ker(ll3 —A)=%ker[—-1 1 1] =ker{0 0 O |=Span|]|0],]|1
-1 11 0 0 0 1 0

quindi mg(1) = dimV; = 2 =2 = ma(1). Quindi, A ¢ diagonalizzabile sia su R che su C.
Per determinare P ci manca una base di V5, quindi la determiniamo:

-2 3 3 1 -1 =2 1 -1 -2 3
Vo =ker(2I3—A) =ker| -1 2 1| =ker|—-1 2 1 |=ker({0 1 —1|=Span| |1
-1 1 2 -2 3 3 0 1 -1 1

11 3 1 00
SiaP:=[01 1|leD:=[0 1 0}, allora D=P 'AP.
1 01 00 2
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4.5 Complementi: matrice compagna

Lo studente curioso potrebbe porsi la seguenete
Domanda. “Qualsiasi polinomio monico p(t) = t" + a,_1t" ' + -+ + ait + ap € K[t] ¢ il
polinomio caratteristico di una matrice A € Mg (n)?".

In questa sezione rispondiamo positivamente a tale domanda.

Definizione 4.16. La matrice compagna del polinomio monico p(t) = t" + a,_1t"! +
-+ a1t + ap € K[t] ¢ la matrice quadrata C(p) € Mg(n) definita come

00 ... 0 =—ao

1 0 ... 0 —ay
Clp)=(0 1 ... 0 —a

00 ... 1 —Qp—1

Esempio. e La matrice compagna di t2 —2 & (92).

e La matrice compagna di t3 — 2t + 1 & (g El)] _81)'
Proposizione 4.17. Il polinomio caratteristico di C(p) é p(t).
Dimostrazione. 1l polinomio caratteristico di C'(p) ¢ det(tI,, — C(p)) =

t 0 ... O ao 1 0 t 0 ... O al
-1t .. 0 a o t1 o -1t .. 0 a
0 -1 .. 0 -1 .. 0 -1 .. 0
det 2 | = (=1)"agdet | . . . . | +tdet @
0 0 .. =1ttan_1 0 0 .. -1 0 0 .. —1t+dn_
=U M

Poiché il determinante della matrice triangolare superiore U € Mg(n — 1) ¢ det U =
(—1)""1, otteniamo det(tI,, — C(p)) = ag + tdet(M). Visto che M € Mg(n — 1) & della
stessa forma di tI, — C(p), possiamo ripetere il ragionamento precedente espandendo
il determinante di M € Mg(n — 1) lungo la prima riga, e quindi det(tl, — C(p)) =
ag + ait + t* det(N), dove N € Mxg(n — 2) & ottenuta da C(p) rimuovendo le prime due
righe e colonne.

Ripetendo questo processo otteniamo

det(tl, — C(p)) = ag + ait + agt® 4+ - - - + ap_st™ > + 1" % det t n—2
-1 t + Ap41

=ag+ art + -+ + 1" Ay + tapsrpe+) = p(t) O

Esempio. e Vogliamo una matrice M € Mg(3) il cui polinomio caratteristico abbia tre
radici reali, ma solo una razionale, ad esempio p(t) = (t — 1)(t* — 2) = 3 — > — 2t + 2.
0 0 =2
Scegliamo M =C(p)=[—-1 0 2
0 -1 1
e Vogliamo una matrice N € Mg(3) il cui polinomio caratteristico abbia una sola
radice reale, ad esempio q(t) = (t +3)(t* + 1) =3 + 3t* +t + 3.

0O 0 -3
Scegliamo N =C(¢)=|[-1 0 -1
0 -1 -3
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Capitolo 5

Spazi euclidei

In questo capitolo discutiamo le proprieta geometriche degli spazi vettoriali reali relative
alla loro struttura euclidea. Introdurremo il concetto di prodotto scalare: un “prodotto di
due vettori”, che ci permettera di definire angoli e lunghezze, ’ortogonalita e le proiezioni
ortogonali. Vedremo anche come misurare distanze tra sottospazi (affini), e come la
struttura euclide influenza la diagonalizzazione di endomorfismi.

5.1 Forme bilineari

Definizione 5.1. Sia V' uno spazio vettoriale. Una forma bilineare su V e una funzione
f:V xV — K che soddisfa le seguenti condizioni:

Bl) f(v1 4+ vo,w) = f(v,w) + f(v2, w) per tutti vy, ve,w € V
B2) f(A-v,w)=A- f(v,w) per tutti gli v,w e V, A € K

B3) f(

B4) f(v,A-w) =X f(v,w) per tutti gli v,w € V, A € K

v, wy + we) = f(v,wy) + f(v,ws) per tutti v, wy, wy, w € V.

Bilineare significa lineare in entrambe le componenti, e valgono
FO awi,w) =" aif (v, w), fu, Y bjws) = b f(v,w;)
( i J J

L’insieme di tutte le forme bilineari su V' viene indicato con Bil(V') ed & un sottospazio

vettoriale di FI(V x V,K) (vedi Sezione [3.1.1)).
Lemma 5.2. Sia f € Bil(V), allora f(Oy,w) = f(v,0y) = O per ogni v,w € V.
Dimostrazione. f(0y,w) = f(Ogv,w) = O f(v,w) = Og; similmente f(w,0y) =0gx. O

Esempio. e Su V = R?, sia f (( , (‘TZ)) = T1%2 — Y1Y2.
Y1 Y2

e SuV =R? siag <<x1> ) <I2>> = T1%2 — T1Y2 + Y1Y2.
U1 Y2

e Sia A € Mx(n), allora A definisce una forma bilineare su K": f(v,w) = v Aw.

Per esempio:
f T i) — e — _ (l’ ) 1 0 i)
v ) \yo 12 — Y1lY2 LY\ 1 Y
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1 P2V = 2y — zyup + = (z1,y1) L —1) (o
g v ) \ s 122 1Y2 T Y1Y2 1, Y1 0 1 Yo

Quindi ogni matrice quadrata definisce una forma bilineare. Come per le applicazioni
lineari, vale anche il viceversa una volta scelta una base B = {by,...,b,} di V.

Definizione 5.3. Sia B = {by,...,b,} una base di V, e sia f € Bil(V).
La matrice di Gram di f rispetto a B (o semplicemente matrice di f rispetto a B) &
la matrice

A= Mp(f) € Mg(n),  ai;:= f(bi,b;).

Proposizione 5.4. Sia B = {by,...,b,} una base di V, e sia f € Bil(V).
Allora f(v,w) = (v)§ - Mps(f) - (w)s

Dimostrazione. Se v =31, z;b; e w = Z] 1Y;b;, allora
n

f(v,w) = f(izzbwuo = ixlf(blaw szf bzvzy] Z i f(bzab )

=1

n 1
= Z zf bub Zxa/’tjyj_ T1,..,T n)A<> L

3,j=1 7,j=1 Yn

Esempio. Sia V =R[t|<; esia h: V x V — R h(p(t), q(t)) = p(0)q(0) + 3p(1)q(1).

E facile vedere che h € Bil(V). La sua matrice di Gram rispetto alla base canonica

E={1,t} e _ (1) h(LB) _ (43
Me(h) <h(t,1) h(t,ﬂ) (3 3)

La matrice di Gram di h rispetto alla base B = {t,1 —t} ¢

malt) = (1 5003 00) = 6 3)

Siano B e C basi di V, f € Bil(V) e sia P := M§(idy) la matrice di cambio di
base. Visto che per ogni v € V vale (v)g = M§(idy) - (v)e, allora le matrici di Gram
A= Mg(f) e B:= Mc(f) sono legate come segue:

B=PT.A.P

Infatti,

n

(B)i,j C’MCj - Zps zbsazpt]bt Z ps,if(bsabt)pt,j = Z (PT)i,s(A>s,tPt,j - (PTAP)i,j

s,t=1 s,t=1

Definizione 5.5. Due matrici A, B € Mg(n) si dicono congruenti se esiste una matrice
invertibile P € Mg(n) tali che B= B = PT. A P, cio¢ se A e B rappresentano la stessa
forma bilineare.
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Definizione 5.6. Una forma bilineare f € Bil(V) si dice simmetrica se f(v,w) = f(w,v)
per ogni v,w € V.
Una matrice A € Mxg(n) & simmetrica se AT = A.

Esempio. Le forme bilineari f € Bil(R?) e h € Bil(R[t]<;) degli esempi preceden-
ti sono simmetriche, mentre g € Bil(R?) non lo & ¢((1,0)7,(0,1)T) = -1 # 0 =
g((0, )7, (1,0)7).

Osservazione. Sia A € Mx(n) una matrice simmetrica: A7 = A, e sia P € Mg(n) una
matrice invertibile, allora

(PTAP)T = PTAT(PT)T = PTAP
cioe ogni matrice congruente ad una matrice simmetrica ¢ a sua volta simmetrica.

Proposizione 5.7. Sia f € Bil(V); allora le sequenti sono equivalenti:
1. f é simmetrica,

2. la matrice di Gram Mpg(f) é simmetrica per una (e quindi ogni) base B di V.

Dimostrazione. 1. = 2.] Sia B = {b,...,b,} una base di V, allora a;; = f(b;,b;) =
f(bj, i) = aj;.

2. = 1] Sia B = {by,...,b,} una base di V, e supponiamo che A := Mp(f) sia
simmetrica. Visto che ogni matrice 1 x 1 ¢ simmetrica abbiamo che

f,w) = ((v)s)" Aw)s = ((v)5)" A(w)s)" = (w)p) A(v)s = f(w,v). O

Sospendiamo per il momento la discussione sulle forme bilineari (la riprenderemo piu
avanti) e ci focalizziamo su una classe particolare di forme bilineari: i prodotti scalari.

Attenzione! Benché alcuni dei risultati che seguiranno valgano su un campo K qualsia-
si, nella prossima sezione abbiamo bisogno di un campo numerico ordinato (cioé dobbiamo
saper dire se uno scalare € positivo o meno), come Q o R, ma non C o il campo con due
elementi descritto nel Capitolo [I}

Su R abbiamo la possibilita dio estrarre la radice quadrata dei numeri positivi (su
Q questo non si puo fare), quindi d’ora in poi fino alla fine di queste note lavoreremo
esclusivamente sul campo reale K = R.

5.2 Prodotti scalari

Definizione 5.8. Sia V' uno spazio vettoriale reale. Una forma bilineare simmetrica
f € Bil(V)) & un prodotto scalare se f e definita positiva, cioe f(v,v) > 0 per ogni v € V
e f(v,v) =0< v=0y.

Uno spazio vettoriale reale V' equipaggiato con un prodotto scalare, si chiama spazio
euclideo.

Notazione. Se f € Bil(V') & un prodotto scalare scriviamo (v, w) invece di f(v,w).
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Esempio. Su R" la forma bilineare data da

U1 w1
<'7'>:RnXRn_>R7 <U7w>:< ) >:Ulw1+"'+vnwn~
Un W,

¢ un prodotto scalare detto prodotto scalare standard (o canonico), e la sua matrice di
Gram rispetto alla base canonica e la matrice identita I,,.

1 0
AdesempiO(n=3):< 20,11 >=0-1+2-1+3-(—1):—1.
3/ \~1

1\ /1 1 0 1
< 21,12 >:12+22+32:14, < 2, -2 1 |+]2 >:—2(—1)+14:16
3 3 3

3 -1
1 10
Esempio. e La forma bilineare f € Bil(R®) data dalla matrice A = [1 2 0] ¢
00 3
simmetrica (A = AT) ed ¢ definita positiva:
1 10 V1
flv,v) = (vl Vg 'U3) 1 2 0wl = vf+2vlvg+21)§+3v§ = (U1+U2)2+U§+3U§ >0
0 0 3 (%}

e f(v,v) =0 se e solo se vy + vy = vy = v3 =0, cioe se v = Oy.

e La forma bilineare g € Bil(R?) data dalla matrice D = diag(—1,1,1,1) ¢ simmetrica
(D = D7) ma non ¢ definita positiva: f(ej,e;) = —1 < 0.

Esempio. e Sia V = Mg(m,n). La forma bilineare (A, B) = tr(ATB) ¢ un prodotto
scalare.

e Sia V = R[t]<;. La forma bilineare (p(t),q(t)) = p(0)q(0) + 3p(1)g(1) & un prodotto
scalare, infatti per p(t) = a + bt vale (p(t),p(t)) = a®> + 3(a +b)? > 0 e vale = 0 se e solo
se a=a+b=0, cioe p(t) & il polinomio nullo.

Vediamo ora come misurare la “lunghezza” di un vettore.

Definizione 5.9. Sia (V, (-,-)) uno spazio euclideo. La norma di un vettore v € V ¢
o]} = /{v,v).
Un vettore v € V' & un wettore unitario (o versore) se ||v|| = 1.

. . v ..
Si noti che, se v € V,v #£ 0, allora W ¢ un vettore unitario.
v

Esempio. In V = R3? con il prodotto scalare standard: ||(1,2,3)T|| = /14 quindi

(43 47 7)) © un vettore unitario.

Proposizione 5.10. Siano (V,{-,-)) uno spazio euclideo, e v,w € V. Allora
1 ||| =0 elv|]|=0<v=0;
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2. IX-v|| = |\l - ||v]| per tutti i X € R;

2 |n||2 — 2
3. (v,w) = [Jo =+ wl ‘2‘1}" [l (Formula di polarizzazione).

Dimostrazione. Le proprieta 1. e 2. derivano dalla definizione di norma.
3. Espandendo ||v + w||* sfruttando la bilinearita del prodotto scalare otteniamo:

o+ w|* = (v +w, v+ w) = (v,0) + 2(v,w) + (w,w) = |[v][* + |Jw]||* + 2{v, w)
e la tesi segue immediatamente. O

Teorema 5.11 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Sia (V, (-, -)) uno spazio euclideo.
Allora, per ogni v,w € R"™ vale

[{v, w)| < Jl] - [|wl]] (5.1)

Inoltre, in (5.1)) vale l'uguaglianza se e solo se v e w sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Se w = 0, allora |(v,w)| = 0 < ||v|| - ||w]||; quindi supponiamo che w # 0.
I vettori v, w sono linearmente dipendenti se e solo se esiste A € R tale che v = \w,
ovvero |[v — Awl||? = 0. Per utilizzare questa osservazione, introduciamo la funzione

ausiliaria g : R — R definita tramite
g(t) = v —tw|]* = (v —tw,v — tw) = (v,v) — 2t{v, w) + t*{w, w)

Quindi, g(t) = t*||w||* — 2t{v,w) + ||v||* & un polinomio di grado 2 e g(t) > 0 per ogni
t € R; inoltre, esiste A € R tale che g(\) = 0 se e solo se v e w sono linearmente dipendenti.
Pertanto, il discriminante di ¢

A = 4w, w)? — 4 [w][*[[o]|* < 0 & (v,w)* < [Jw]]*[v]|*
e (v, w)? = ||wl|[*||v]|* se e solo se v e w sono linearmente dipendenti.
Poiché ||w|| - ||v]| > 0, 'enunciato segue da un’estrazione di radice quadrata. O

La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz ha una serie di importanti conseguenze:

Lemma 5.12 (Disuguaglianza triangolare). Sia (V. (-,-)) uno spazio euclideo. Allora per
ogni v,w € V wale
v+ wl| < [ol] + [Jw]]

Dimostrazione. Trattandosi di una disuguaglianza tra numeri reali positivi, la sua validita
non cambia se eleviamo entrambi i membri al quadrato.

Combinando la formula di polarizzazione con la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
otteniamo

o+ wlf* = [[oll* + [lwll* + 2¢v, w) < [[l]* + [[w][* + 2[jv]] - [[w]] = ([Jv]| + [Jw]])* O
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5.2.1 Distanza

Su uno spazio euclideo (V,(:,-)), la norma ci permette di definire la distanza tra due
vettori, cioé una funzione d: V x V — R, d(v,w) = ||v — w|| che gode delle seguenti

Proprieta.
e d(v,w) >0, edlv,w) =0 v=w

o d(v,w) =d(w,v)
e d(v,z) <d(v,w)+d(w, z) (disuguaglianza triangolare della distanza)

5.2.2 Angolo tra vettori

Siano (V, (-,-)) uno spazio euclideo e v,w € V vettori diversi da zero: ||v|l,||w|| > 0.
Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz otteniamo:

< fvw)
= lwll||v]| T

Quindi possiamo definire 1’angolo tra v, w come segue:

Definizione 5.13. Siano (V,(-,:)) uno spazio euclideo e v,w € V vettori non nulli:
l|v]], [|w]|| > 0. L’angolo 6, ., tra v e w & 'unico 6 € [0, 7] tale che

cosf = _{vw) :
[lwl] - [[v]|
Osservazione. Da questa definizione deduciamo che (v,w) = ||v|| - ||w]| - cosb,,, che

coincide con la definizione di prodotto scalare che il lettore probabilmente ha gia visto in
fisica.

Esempio. e In R? equipaggiato con il prodotto scalare standard, consideriamo v =

(1,2,3)" e w=(0,1,—1)". L’angolo tra loro &

-1
arccos (W) =1,76...

e In V = R[t]<; con il prodotto scalare (p(t), q(t)) = p(0)q(0) + 3p(1)q(1), 'angolo tra
v=tew=t—1¢e 7, infatti (v,w) = 0.

Alla luce di questa definizione, la formula di polarizzazione puo essere riscritta in una
forma diversa che prende il nome di formula di Carnot o teorema del coseno, che ¢ una
generalizzazione del celebre teorema di Pitagora

Proposizione 5.14 (Formula di Carnot e Teorema di Pitagora). Siano (V,(-,-)) uno
spazio euclideo, e v,w €V, allora

o+ wl* = [[ol* + [lw]]* + 2[[v]] - [[w]] cos(0u.w)

In particolare se (v,w) =0 allora ||[v+ w||* = ||v||* + ||w||*.
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5.3 Ortogonalita

Definizione 5.15. Sia (V, (-, -)) uno spazio euclideo. Due vettori v,w € V sono ortogonali
se (v,w) = 0 (si scrive v L w).
Due sottospazi vettoriali U, W <V sono ortogonali se (u,w) =0 Yu € U,w € W.

Osservazione. 1) 1l vettore nullo ¢ ortogonale a qualsiasi altro vettore: Oy L v, Vv € V.
ii) Il vettore nullo ¢ I'unico vettore ortogonale a se stesso: v L v < (v,v) =0 < v = 0y.

Esempio. In V' = R[t]<; con il prodotto scalare (p(t),q(t)) = p(0)q(0) + 3p(1)q(1),
vogliamo trovare tutti i vettori ortogonale a p(t) =t — 1. Passando a coordinate rispetto
alla base & = {1, t} vogliamo a,b € R tali che 0 = (a, b) (;l g) <_11> = (a,b) <_01>, cioe
(a,b) & un multiplo di (0,1): i vettori ortogonali a p(t) =t — 1 sono Span(t).

Nella Sezione [2.7, abbiamo introdotto i sottospazi affini di K" (sono le soluzioni di
un sistema lineare risolubile), e abbiamo visto che si ottengono prendendo un sottospazio
W < K" e traslandolo di un vettore v: S = v + W. Nessuno ci vieta di ripetere la
stessa procedura per uno spazio vettoriale qualsiasi, ad esempio in R[t]<3 prendiamo
S =t + Span(1,1 + t* — 3) e la sua giacitura ¢ il sottospazio vettoriale associato: Sy =
Span(1,1+ t? — t3).

Definizione 5.16. Sia (V, (-, -)) uno spazio euclideo. Due sottospazi affini Sy, S2 <V sono
ortogonali, se le loro giaciture sono sottospazi vettoriali ortogonali.

Esempio. Consideriamo R? con il prodotto scalare standard.
e Leretter; = (g)—l—(é)ﬂ% ery = (—Zﬁ—i—(i)ﬂ% sono ortogonali, infatti <(é), (j1)> =0.

r4+y=10
20+ 22 =—-17"

parametrica P + (é)R + (g)R (P € R?) & ortogonale a r, infatti la giaccitura della retta

e Sia r la retta di equazione r = allora ogni piano di equazione

eryg= <€1>, e quindi ogni piano di equazione x — y + z = d (d € R) ¢ ortogonale a 7.

e Sia 7 il piano di equazione m = x — 2y + 5z = 20, allora ogni retta di equazione
parametrica P + (—;2)]1% (P € R?) ¢ ortogonale a 7.

Osservazione. In R? con il prodotto scalare standard, sia m := {ax + Sy + vz = §} C R?
un piano, il vettore («, 3,7)T & ortogonale a 7 ed ¢ il vettore normale del piano (o vettore
direttore). E unico a meno di riscalamento.

5.3.1 Basi ortogonali e basi ortonormali

Definizione 5.17. Sia (V, (-, -)) uno spazio euclideo e sia W <V un sottospazio vettoriale
con base B = {by,...,b,}.

B ¢ una base ortogonale di W se (b;,b;) = 0 Vi # j.

B ¢ una base ortonormale di W se < b; ) OVi#£jellb]l =1V
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Esempio. e La base canonica £ di R™ & una base ortonormale di R™ per il prodotto
scalare standard.

e La base {(1,1)7,(1,—1)T} di R? & una base ortogonale, ma non & una base orto-
normale, per il prodotto scalare standard. Per ottenere una base ortonormale, dobbiamo

T T
riscalare ogni vettore: ||(1,1)7|| = ||(1, =1)7|| = v/2, quindi {(\/5, f) ,(%,—\%) } e
una base ortonormale di R?.
e La base {t,t—1} di R[t]<; ¢ una base ortogonale, ma non ¢ una base ortonormale, per
il prodotto scalare (p(t), q(t)) = p(0)q(0) + 3p(1)q(1). Dato che ||t|[* =3 e ||t — 1|]* =1,
allora {%, t — 1} & una base ortonormale.

Teorema 5.18. Sia (V,(-,-)) uno spazio euclideo e sia By = {bi,...,b,} una base
ortogonale di W <R™. Allora per ogni v € W abbiamo
(v, b1) (v, bp)
— L b (5.2)
1412 [1Bp12
Se By = {b1,...,b,} é una base ortonormale di W, allora v = (v,b1)by + - -+ (v, b,)b,.
<U7 bj>

Definizione 5.19. II coefficiente \; = ¢ il coefficiente di Fourier di v rispetto al

10517
vettore b;.

Dimostrazione. By, ¢ una base di W, quindi per ogni v € W esistono (unici) scalari
A; € R tali che v = A\by + ... + A\yb,. Calcolando (v, b;) otteniamo

) » (v, b;
bj) = (- Nibi, by) = D Nidbisbj) = Aj{by, b)) = A = ||b|T2> :
i=1 =1 j

Esempio. e La base {(1,—2)7,(2,1)7} ¢ una base ortogonale di R? con il prodotto scalare
standard, e v = (4,3)7 si scompone come:

()= S (o) S () =5 ()5 ()

e La base {t,t — 1} di R[t]<; ¢ una base ortogonale, per il prodotto scalare (p(t),q(t)) =
p(0)q(0) + 3p(1)g(1). Allora 1 + ¢ si scompone come:

(1+41t,1) (1+t,t—1) 6 -1
14t = t—1)==t+—@{—-1)=2t—-1(t—1)
[I£]]? ||t —1][? 31
Osservazione. 1) Con un calcolo simile a quello appena visto si dimostra che se {vy, ..., v} C
V sono vettori a due a due ortogonali e v; # Oy, allora {vq,...,vs} & un insieme di vettori

linearmente indipendenti.

Ov—ZSL’JUJ:>O— Ov,v;) = ijv],vl > vy, bi) = x| |[v] | = 2, =0
J=1 j=

2) Sia (V,(-,-)) uno spazio euclideo e sia B = {by,...,b,} una sua base ortogonale.
Allora la matrice di Gram Mpg((-,-)) ¢ diagonale.

Se inoltre B ¢ ortonormale, allora Mp((-,-)) = I,.

Quindi usando una base B ortonormale, si puo calcolare il prodotto scalare usando le
coordinate: (v, w) = ((v)g)T - (w)s = ((v)5, (w)5)s, dove (-, )5 denota il prodotto scalare
standard di R".
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Vediamo ora un processo per costruire una base ortogonale (ortonormale) di un sot-
tospazio vettoriale W <V partendo da una base B = {by,...,b,} di W.

5.3.2 Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

Siano (V (-, -)) uno spazio euclideo e W <V un suo sottospazio vettoriale. Il processo di
ortonormalizzazione di Gram-Schmidt ci assicura che W ha sempre una base ortonormale,
inoltre la dimostrazione ¢ algoritmica, cioe ci da un metodo concreto per calcolare una
base ortonormale di V.

Teorema 5.20 (Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt). Siano (V, (-,-)) uno spazio eu-
clideo, e sia B = {by,...,b,} una base di W aV. Allora, esistono una base ortogonale
={c1,...,¢} € una base ortonormale D = {dy,...,d,} di W, tali che

Span(by,...,b;) = Span(cy, ..., ¢;) = Span(dy, . .., d;) Vi=1,...,p
Attenzione: ad ogni passo non modifichiamo lo span dei primi j vettori!

Dimostrazione. Per costruire una base ortogonale C procediamo ricorsivamente.
Iniziamo fissando ¢; := by e poi procediamo in modo ricorsivo per calcolare ¢; usando
1 vettori ¢y, ...,¢;—1 appena trovati:

e (1 :=by;
<b27 Cl>
e (o = bQ — 1
[leal|?
<b37 Cl> <b37 CQ>
® (3 .= bg — C1 — Co
[leal[? [lea|
. i bjack
. 5
=~ Tlesl 2 ©
Infine, per determinare una base ortonormale D di W, normalizziamo ogni ¢;: d; := ch T
G

Dobbiamo ora dimostrare che le basi trovate hanno le proprieta richieste.
Verifichiamo per induzione che ad ogni passo non modifichiamo lo span dei primi j
vettori. Il passo iniziale ¢ banalmente vero.

Supponiamo ora che Span(by,...,b;_1) = Span(cy,...,c;_1), allora
= (g o)
Span(cy, ..., cj_1,¢;) = Span(cy, ..., ¢j_1,b; — Z e cg) = Span(cy,...,cj—1,b))
k=1 1I%k

= Span(by,...,bj_1,b))

Verifichiamo ora che la base C ottenuta tramite il processo di Gram-Schmidt sia effet-
tivamente una base ortogonale. Lo facciamo per induzione, supponendo che ad ogni passo

i vettori ¢,...,c;_; siano a due a due ortogonali e dimostrando che il “nuovo vettore” c;
¢ ortogonale a ciascuno dei precedenti:
1= {bs, cr) 1= {bs, ) (b;, c;)
i, ¢i) = (ci, b — D0 ) = (ei b)) — D (eien) = (e, b L (e, ¢y =0
<Za ]> <Z7 J Pt IENIE > <1v j> ~ IENE (i, k> <u J> e (i, Z>
O
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Osservazione. Ogni base ortogonale (rispettivamente ortonormale) di W puo essere com-
pletata in una base ortogonale (rispettivamente ortonormale) di V.

Esempio. In R?* eqipaggiato con il prodotto scalare standard consideriamo la base
0 2 -1 0
{b1 = (5),()2 = (})),b;; = ( 9 ),b4 = ((1’)} e applichiamo il processo di Gram-Schmidt:

1 1 1 0

0
GG = b1:<6>7
1
el = (5)-3(0) - (})
= b— = 1 —71 = 0
“ 2T el T\ T2\ T

(b3, c1) (b3, ca) (_1> 1(0 -2 2 1
c3 = by— ’ c1 — ! o= 0 ) — = 1) _(O) —
’ lallr T e i 2\9 4 \3§ 12
<b47 Cl> <b4a CQ> <b47 C3> (0
¢y = by— c1 — Coy — c:b—Oc—Oc—Oc:0>
! lall T el T Jleslr T T T T G

5.3.3 Complemento ortogonale e proiezioni ortogonali

b
Analizziamo il significato geometrico del passo ¢y := by — <’ ’2’ ‘C|12> 1.
&1
Sia 6 'angolo tra ¢; e by, in modo che
bs, c c
(ba,c1) = |[bal| - [|ea]] - cos® = cpo=by— <||Z II{")CI = by — ||cl|! [[bel| - cos 6
1 1

w

Il vettore w & un multiplo di ¢; di lunghezza ||bs|| - cos 8, quindi stiamo rimuovendo da by
la sua componente che giace nella direzione di ¢; e ci rimane un vettore ortogonale a c¢;.
Idea geometrica: w e la “proiezione ortogonale” di by sulla direzione di ¢;, quindi ¢y € un
vettore ortogonale a c;.

Vediamo ora come formalizzare e generalizzare questa idea.

Definizione 5.21. Siano (V,(:,-)) uno spazio euclideo e W <V un suo sottospazio
vettoriale. Il complemento ortogonale di W e

Wh={veV|{w) =0 Ywec W}

Osservazione. i) W+ V.
ii) Se B = {by,...,b,} ¢ una base di W, per verificare se v € W+, basta controllare

che (v,b;) =0 per ogni j =1,...,p.
Esempio. e In R3(f]) consideriamo W = Span((1,1,1)7), allora W+ = {(z,y,2)" € R? |
((z,y,2)", (L,1,1)") =0} ={(2,y,2)" € R® |z +y+2z=0}

e In R*(T) consideriamo W = Span((1, —1,0,0), (1,0,1,1)T), allora W+ = {(z,y,w, 2)* €

R | {(z,y,w, 2)T, (1,-1,0,0)T) = ((z,y,w, 2)T, (1,0,1,1)T) = 0}, cioe
0 1
1 T Ay B 1 =1 0 0\ 0 1
W+ ={(z,y,2)" eR* | x y—:v—i-w—i-z}—ker(l 0 1 1 = Span L
—1 0

tIn R™, se non specifichiamo il prodotto scalare, intendiamo il prodotto scalare standard.
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e In V' con base B = {v,vy} consideriamo il prodotto scalare con matrice di Gram
S = (11)esia W = Span(v; — 2vs).

Visto che (v; — 2v)p = (1,—2)T, abbiamo che W+ = {v € V|{v,v; — 20v5) = 0} =
{(v)g €R¥(1,-2)-S - (v)g =0} ={(v)g € R*|(—1,—-3) - (v)g = 0} = Span(3v; — vs).

e Consideriamo ora K = {(z,y,2)" € R® | x+2y+32 = 0,4x+5y+62 = 0}. Allora un
vettore in K ¢ ortogonale a (1,2,3)% e a (4,5,6), quindi K+ = Span((1,2,3)7, (4,5,6)7).

Osservazione. In V' = R"™ con il prodotto scalare standard, dato un sottospazio W, per
determinare W+ si puod procedere come segue.

e Se W = Sol(A|0) (equazioni cartesiane), allora W+ = Row(A) = Span(RT,... RT),
dove R; sono le righe di A, infatti ogni elemento di W e soluzione di Ax = 0, e quindi e
ortogonale a tutte le righe di A.

e Viceversa, se W = Span(vy, . . .,
dove M ¢ la matrice che ha v!,... v

<

») (equazioni parametriche), allora W+ = Sol(M10),
come righe.

Sl

~—

Proposizione 5.22. Siano (V,(-,-)) uno spazio euclideo e W <V un suo sottospazio

vettoriale. Allora

WaeWt=V
In particolare, dim W + dim W+ = dim V.

Dimostrazione. Sia uw € W N W+, allora (u,u) = 0. Dunque u = 0, e la somma W + W+
¢ diretta e dobbiamo dimostrare che ¢ 'intero V.

Sia v € V e prendiamo una base ortogonale B = {b,...,b,} di W e definiamo
P b
wi=3" (v, "13 by €W (5.3)
iz 110wl

allora v = w + (v — w) e ci resta solo da verificare che v — w € W+:

(v, b P v,b;
(=) = (0= 3 ) i) = () )
=1 k=1 16|

Osservazione. i) Si noti analogia tra le formule (5.2)), e le formule usate nell’orto-
normalizzazione di Gram-Schmidt.

ii) La somma V = W @ W+ ¢ diretta, quindi ogni v € V si decompone in modo unico
come somma di un elemento w € W ed di un elemento u € W+ (v = w + u).

La formula ci da un modo esplicito per determinare w, e poiche w € unico non
dipende dalla base ortogonale di W scelta.

Definizione 5.23. Sia W <V un sottospazio vettoriale dello spazio euclideo (V,(-,-)) e
sia By = {b1,...,b,} una base ortogonale di W. La proiezione ortogonale su W ¢ la

mappa lineare:
w - V — V

P

’Ubk
v Zubm“
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Osservazione. i) W+ = ker(mw) e (WL)t =W,
ii) Visto che V =W @ W+, allora vale v = my (v) + mp1 (v), cio® Ty 1 = idy — T
iii) La proiezione ortogonale my (v) di v & il vettore di W che meglio approssima v,
cioe che minimizza la distanza da v:

d(v, 7w (v)) < d(v,w) Yw e W,w # my(v)
in altre parole,
min{d(v,w) :w € W} = [l — mw(0)]| = [ (0)] (5.4

Infatti, siano u; := v — my(v) € W e uy := v — w, allora uz := my(v) —w € W e
per Pitagora [|ug||* = ||u1]|® + ||us||* > [|ui|[* (visto che |Jus|| > 0). Estraendo la radice
segue la tesi.

Esempio. e Ogni passo del processo di Gram-Schmidt puo essere riformulato come ¢; :=
b; — mp,(bj), dove H; = Span(cy, ..., cj_1).
e In R?, si considerino v = (2,3,0)7 € R® e H = Span((1,0,1)7,(0,1,0)T) <R3,
(1,0,1)T e (0,1,0) sono ortogonali, quindi la proiezione ortogonale di v su H &:

o (23,070,007 D @soronom (O (L
=" e e (Y oLoe o)\

Esempio. e In R[t]<; con il prodotto scalare (p(t), ¢(t)) = p(0)g(0) + 3p(1)g(1), conside-
riamo W = Span(2 — t), allora

(a+0bt,2 —t) _ 2a+3(a+0b) _ 5a+3b

mw(a+ bt) = 21 (2—t)= 113 (2—t)= - (2—1)
e In V = R3, consideriamo H = Span((1,2,3)7), quindi
ry_ My (0237 (0] a2y ss ()
(2, y,2)") = 1(1,2,3)7| 2 ; =1 ;

e Ht = ker(ry) = {(x,y,2)T € R® | 2+ 2y + 32 = 0}.

Proprieta. La proiezione ortogonale my, -V — V' soddisfa le sequenti proprieta:
1. mw(v) € W per ogni v € W;
2. my(u) =u < u € W; in particolare my o my = Ty (mw € idempotente);
8. v—my(v) e Wt.

Osservazione. Queste 3 proprieta sono caratterizzanti della proiezione ortogonale, cioe
mw V. — V e l'unico endomorfismo di V' che le soddisfa simultaneamente.

Infatti, completiamo By a B’ = {b1,...,b,,bp41,...,b,} base ortogonale di V, e
supponiamo che f € End(V') soddisfi le 3 proprieta, allora

F(b) = by, F(by) = by, f(bpsr) = Oy, ..., f(by) = Oy (5.5)

Siccome mp ha lo stesso comportamento sulla base B’ usando il teorema di interpolazione
(Teorema [3.20)) otteniamo che f = my .
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Matrici rappresentative di proiezioni ortogonali

Concludiamo questa sezione descrivendo le matrici rappresentative dell’endomorfismo
mw : V. — V, la proiezione ortogonale di V' sul sottospazio W V.

Sia By = {b1,...,b,} una base ortogonale di W e completiamola a B = {by, ..., by, byi1, . ..
base ortogonale di V. L’equazione ci dice che B e una base di autovettori per my,, piu
precisamente {by,...,b,} sono una base dell’autospazio relativo all’autovalore 1, mentre
{bpt1,...,b,} sono una base dell’autospazio relativo all’autovalore 0. In particolare, my,

e diagonalizzabile e la sua matrice rappresentativa rispetto a B ¢

ME(mw) = diag(1,...,1, 0,...,0 ) =D
—_—
p—volte (n—p)—volte

Quindi presa una base C di V, la formula del cambio di base ci dice
M (mw) = PT'DP, dove P = M§(idy)

C’¢ un’altra formula che descrive M&(my) e non richiede di conoscere una base
ortogonale di V.

Teorema 5.24. Sia W <V un sottospazio vettoriale dello spazio euclideo (V,(-,-)) e sia
Byw ={b1,...,b,} una base ortonormale di W e sia C una base di V. Allora
P

1. A= Mi(mw) = (bi)e - ((bi)e)” S, dove S ¢ la matrice di Gram S = Me((-,)).

2. MS(my1) =1, — A.
Dimostrazione. 2. segue dal fatto che w1 = 1dy — my.

1. Dobbiamo trovare la matrice A tale che A - (v)e = (7w (v))ce (Proposizione [3.27)).
Calcoliamo dunque (my (v))c:
P
k=1

k=1 k=1

b}

(m (0))e = (Z< bk>bk) 3 (b ) (be)e = ]ci(bk)c-«bk))?-s-(v)c _ (Zwm (BT s)«v)c

dove, nelle ultime due uguaglianze abbiamo usato le proprieta del prodotto righe per
colonne. [

Corollario 5.25. Se nel teorema precedente si prende C base ortonormale di V, allora
p

S =1, e quindi A= MG(mw) = (b)c - ((bi)e)"

i=1
Esempio. e In R? con il prodotto scalare standard (quindi la base canonica £ ¢ una base

1 1
ortonormale) consideriamo W = Span <w1 = ((1)) , Wy 1= (22>).
1 0
Usando Gram-Schmidt determiniamo una base ortonormale di W:

1 1 1 0
c = w; = 1 Co 1= Wy — <Cl’w2>c1: 21 _ 3|1 — 1

o lale @ = (2] T3 {0) T |2

1 0 1 —1
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Quindi {d, := %(1, 1,0, )T dy := —=(0,1,—2,—1)T} & una base ortonormale di W e

1 0
P 1]1 1] 1
£ _ T 1 _9 _
Mé(mw) = ;di =31, (110 1)+6 L1 =2 1)
1 ~1
1101 0 0 0 0 1/3 1/3 0 1/3
_111017_01—2—1_1/3 1/2 —1/3 1/6
~— 3l000 0 0 -2 4 2| |0 -1/3 2/3 1/3
1101 0 -1 2 1 1/3 1/6 1/3 1/2
Controllo:
1 0
() = (x,c1) (w,c0)  witaatwy |l Ty —2r3 —x4 | 1
T Gl el 3 0 6 —2
1 —1

0 —-1/3 2/3 1/3
1/3 1/6 1/3 1/2

Determiniamo ora la proiezione ortogonale di v := (1, —1,1, —=1)T su W e su W+:

| | | | /3 13 0 1/3
Quindi, M (my) = (mel) mw(ez) mw(ea) wW<e4>> 13 172 —1/8 1/6

1 —1/3 1 ~1/3 4/3
m) = M) | | = | 22 e mew = emew = | 3 20 = |5
-1 0 —1 0 ~1

e In R[t]<; con il prodotto scalare (p(t),q(t)) = p(0)q(0) + 3p(1)q(1), consideriamo la
base B = {t,t — 1} che & ortogonale, ma non ortonormale e Mg({-,-)) = ($9). Inoltre,
sia W = Span(1 — 2t), allora ||1 — 2t|]> =4 e (1 — 2t)g = (—1,—1)". Quindi

MB(mw) = i <j> (-1 1) (g 2) - i (g 1)

e In R? con il prodotto scalare dato dalla matrice (] }) consideriamo W = Span(( 1,)).

Allora ||[( L) = (1,-2)(11)( L) = 5, quindi w := %(}2) forma una base ortonor-
male di IW:

st = ()00 (L) =25 D) ()20 )

Determiniamo ora la proiezione ortogonale di v := (1, 1)7 su W e su W+;

o) = M3t (1) = 3 () om0 =ome = (1)-(55) = (5s)
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5.4 Complementi: Prodotto vettoriale

Nello spazio euclideo R? equipaggiato con il prodotto scalare standard & possibile definire
un altro prodotto tra vettori, il cui risultato ¢ un altro vettore: il prodotto vettoriale (o
prodotto esterno)

Definizione 5.26. Siano v,w € R3. Il loro prodotto vettoriale & il vettore
vxw=|[v||||w]]-sin(by,) - n

dove 0,,, ¢ l'angolo tra v e w, e n ¢ il versore ortogonale a v e w, e determinato dalla
regola della mano destra (v: pollice, w: indice, n: medio). Si osservi che per definizione
0y € [0, 7], e quindi sin 6, ,, > 0.

Sia £ = {ey, €9, e3} la base canonica di R3. C’¢ una formula esplicita per determinare
il prodotto vettoriale come “determinante misto ” (i.e. la matrice contiene sia scalari che
vettori)
Siano v = (v, v, v3)T, w = (wy, we, ws)T € R3, allora

“ v vy w v w v ow\)
vXxw=det|e vy wy :<det<2 2),—det(1 1),det(1 1)) (5.6)

U3 W3 U3 W3 Uy W2
€3 V3 W3

dove il primo “determinante” si espande esclusivamente lungo la prima colonna.

Esempio.
1 0 eqr 1 0 2-0 2
1| x|2]=det|es 1 2|=[—-(2-0)]=[-2
0 2 es 0 2 2-0 2
1 4 egp 1 4 12 -15 -3
2| x |5 =det|ex 2 5| =|—-(6—-12)|=| 6
3 6 es 3 6 5—8 -3

Proprieta. Siano v,w € R3, allora
1. v X w e ortogonale sia a v che a w, e qundi all sottospazio generato da loro

2. |Jv x wl|| = ||v|] - ||w]|| - sin(0) é larea del parallelogramma di vertici 0, v, w, v+ w.
3. vxw=0 se e solo se v,w sono linearmente dipendenti.

4. La mappa x : R® x R® — R3 ¢ bilineare (= lineare in entrambe le componenti), e
alternante, cioe v X w = —w X v.

Osservazione. i) Il prodotto vettoriale non € associativo; per esempio

e1 X (eg X eg) =e; x0=0, but (e X e2) X eg =e3 X ea = —e5.

ii) Siano u = (uy, ug, u3)’, v = (v1,v9,v3)7, w = (wy, we,w3)T € R3. Dalla definizione
di prodotto scalare standard e prodotto vettoriale segue:

Uy V1 W
(u,v x w) =det [ uy vo wy
Uz Uz W3
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5.5 Sottospazi affini e distanze

Come osservato a pagina [83] un sottospazio affine S di uno spazio vettoriale V' si ottiene
prendendo un sottospazio vettoriale W <V e traslandolo di un vettore v: S =v+W. Ad
esempio in R[t]<3 prendiamo S = ¢ + Span(1, 1+ ¢? — ) e la sua giacitura ¢ il sottospazio
vettoriale associato: Sy = Span(1,1+ % — ¢3).

Definizione 5.27. Siano (V,(-,-)) uno spazio euclideo e P,Q € V due punti. Allora
AP.Q) = |IP = Ql| = | PG|

Siano S, Sy C V sottospazi affini, allora

d(Sy, ) = inf{d(P,Q) | P € $1,Q € S} L min{d(P,Q) | P € S1,Q € Sy}

In particolare, se Sy e Sy sono incidenti, allora d(S;, Sz) = 0.

Osservazione. (%) La distanza tra due punti & una funzione a valori reali inferiormente
limitata e in generale, non ¢ detto che esista un minimo, ma sicuramente esiste il suo
estremo inferiore. Perd dimostraremo tra poco che il valore dell’estremo inferiore viene
assunto dalla funzione distanza e quindi ¢ effettivamente un minimo.

Proposizione 5.28. Siano (V, (-,-)) uno spazio euclideo e S; = Py + S1, S2 = P>+ Sap
due sottospazi affini. Allora

d(S1,85) = ||mwe (P — Pl dove W = S1o+ Sap.

Dimostrazione. Per definizione, d(Si, ) = inf{d(P, + v1, P» + v2) : v; € S10,v2 € Sap}.
Da d(P, + v, Py + v3) = ||Py — P + vy — vi|| = d(Py — P1,v; — vy) segue d(S1,5;) =
inf{d(P, — P,w) : w € W} = min{d(P, — Pj,w) : w € W} = ||ty (P2 — P))||, dove
I'ultima uguaglianza & I'equazione ([5.4). O

Corollario 5.29. In R™ con il prodotto scalare standard, si consideri un iperpiano di
equzione ™ = {a1r1 + ... + a,x, = b}, e un punto P = (yy1,...,y,)" € R, allora

_ ey + -+ anyn — O]

al+...+a2

d(P,m)

Dimostrazione. Sia ora Q = (21,...,2,)T € 7. La giacitura di P ¢ il sottospazio banale,
mentre 7o = {ayz1+. . .+a,x, = 0}, quindi dobbiamo considerare la proiezione ortogonale
di P—Q su 7wy = Span((ay, ...,a,)7):

(1 — 21,y — 20) 7 (ar, - ag)T) T
d(P,T(') = ' ||(a17_“’an)T||2 (al,...,an)
— n(Un — Zn wlYn — b
|a1(y1 Zl)+ +aT(g Z )|H(a1w'-,an)T“ _ |a’1y1+ +a yT | []
(a1, ..., an)"]] (a1, ..., an)"]]

Esempio. Sia P = (1,2,3)7 € R3, e sia # C R3 il piano di equazione z — 3y + z = 10, e
r—=3y+z=4

r C R3 la retta r =
r—y=1
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La distanza d(P,m) &

1-14(=3)- 2+1.3—10|_ 12

d(P,m) = \/12 T e

. . 0 . ..
La retta r ha equazione parametrica r = (—11> + (i)R Calcoliamo la proiezione orto-

(L,1L,2)7(1,3,2)7) /1y g/1
1(1,1,2)T]]? (%)_*(5)

gonale di P — (—(1)1) = (:é) su (i)R, la giacutura di r:

T 6

quindi la distanza d(P,r) e

) = g ()11 =11(4) = 5 (=11 5 )11 - fie Bt 0

Esempio. Vediamo ora un paio di esempi di distanza tra 2 rette in R3:

r—y=-—1 I — —2r+y+z=4
g—z2=-2°"2"\y—z=-2

(%)R, ly = <_(2)1) ( )R con giacitura W = Span( ) La loro distanza e

it = e (5 Y= 13 e (D= 1( 2 =3

o Le rette [; = { i_ y=-1 ely = ( 0 ) + (é)R sono sghembe, e le loro giaciture
3

N—=O

e Le rette [} = sono parallele: [; = ( ) +

—z=-2
sono rispettivamente Span((1,1,1)7) e Span((1, 2, )T) Per calcolarne la distanza dobbia-

mo quindi dobbiamo trovare una base di Span((1,1,1)7,(1,2,3)7)t = ker G ; ;)) =

11 1) o
ker (O 1 2) = Span((1,—2,1)"). Quindi

d(ly,l3) =

(L, =2, D)T] G

H <(1? —2, 1)T’ (Oa —3, 5)T> ( 1

E )H _ ‘((17_271)T’(07 -3, 5)T>’ _ 11
(1, =2, )72 1

5.6 Endomorfismi di spazi euclidei

In questa sezione ci occupiamo di studiare gli endomorfismi di uno spazio euclideo.

5.6.1 Matrici ortogonali

Definizione 5.30. Una matrice A € Mg(n) & simmetrica se AT = A.
Invece, A & ortogonale se AT = A~! (in particolare, A & invertibile).

Esempio. Le seguenti matrici sono ortogonali:

1
I 0 1 s
9y _1 O ) % )
2 _
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Osservazione. i) Se A, B € Mg(n) sono ortogonali, allora anche AB, A~! e AT sono
ortogonali.
ii) Se A ¢ ortogonale, allora 1 = det(AAT) = det(A)?, quindi det(A) = +1.

Lemma 5.31. Una matrice A € Mg(n) é ortogonale se e solo se se le sue colonne (o
righe) formano una base ortonormale di R™, rispetto al prodotto scalare standard.

Dimostrazione. La condizione AT = A~ si riscrive come AT A = I, e le righe di AT sono
esattamente le colonne di A. Se ¢, denota la k-esima colonna di A e (-,-) ¢ il prodotto
scalare standard di R", allora vale che:

T ToA) =T — (e ey = b SCT=]
AV A=1, = (A" -A);=¢ cj—<cz,cj>—{0 se i O

Lemma 5.32. Sia (V, (-, ")) uno spazio euclideo e siano B e C due basi ortonormali, allora
la matrice di cambio di base A = ME(idy) ¢ una matrice ortogonale.

Dimostrazione. Sia {by,...,b,} la base ortonormale B, allora la k-esima colonna ¢ di A
¢ data dalle coordinate di by, rispetto alla base C: ¢ = (bg)c-
Visto che C ¢ una base ortonormale, la matrice di Gram M¢({-,-)) & I'identita e quindi

1 sei=7
(birby) = (b)) Me(() - (e = (B)e)T) - (by)e = psslei,c;) = { 0 it
dove pss(c;, ¢j) denota il prodotto scalare standard delle colonne ¢; e ¢; di A. O

Le matrici ortogonali di ordine 2 hanno solo due possibili forme

Proposizione 5.33. Sia A € Mg(2) una matrice ortogonale, allora esiste 6 € R tale che

_ [cos(f) sin(f) _ [cos(f) —sin(6)
A= (sin(@) —cos(é’)) » o oppure A= (sin(@) cos(0) )

Dimostrazione. Le colonne di A formano una base ortonormale di R?, rispetto al prodotto
scalare standard.

Sia (a,b)” la prima colonna, allora 1 = ||(a,b)”|| = a® + b?, esiste quindi § € R tale
che a = cos(f) e b = sin(0).

Visto che (a,b)” L (b,—a)’ e che la seconda colonna (c,d)” di A ¢ un vettore or-
togonale alla prima colonna, abbiamo che: (¢,d) = k(b, —a) per un qualche k € R, ma
1=||(c,d)T|| = |k| - ||(b, —a)|| = |K|, cioe (c,d)T = F1(sin(), — cos(6))T. O

Osservazione. La prima matrice 'abbiamo incontrata all’inizio del Capitolo 4|e rappresen-
ta la riflessione rispetto alla retta di inclinazione 6/2. La seconda matrice invece descrive
la rotazione di angolo 6, infatti e; viene mandato in (cos(f),sin())? e ey viene mandato

in (—sin(#), cos(6))*.

Esempio. La matrice <(1) 0) descrive la riflessione rispetto alla retta di inclinazione 7 /4.

. 0
La matrice <1 0

) descrive una rotazione di angolo /2 (in senso antiorario).
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5.6.2 Isometrie e trasformazioni affini

Abbiamo visto che le matrici ortogonali di Mg(2) rappresentano rotazioni, e riflessioni,
che sono trasformazioni che preservano lunghezze, distanze e angoli. Queste sono casi
particolari di isometrie lineari: endomorfismi che preservano il prodotto scalare.

Definizione 5.34. Sia (V, (-,-)) uno spazio euclideo. Un endomorfismo f € End(V) e
una isometria lineare se (f(v), f(w)) = (v,w) per ogni v,w € V.

Le isometrie lineari sono trasformazioni “rigide” dello spazio, infatti soddisfano le
seguenti

Proprieta. Sia f € End(V) un’isometria lineare. Allora
o [ preserva le norme: ||f(v)|| = ||v|| per ogniv € V.

o [ preserva gli angoli: 0y f(w)y = Ovw per ogniv,w € V.
o [ ¢éiniettiva (e quindi biettiva)

Dimostrazione. Le prime due proprieta seguono dalla definizione di norma e di angolo.
Per la terza, sia v € ker(f), allora ||v|| = ||f(v)|| = ||Ov|| = 0 = v = 0y e si conclude
usando il Teorema 3131 O

Proposizione 5.35. Siano (V, (-,-)) uno spazio euclideo, B una base ortonormale di V e
f € End(V).

Allora f & un’isometria lineare se e solo se la matrice rappresentativa A := ME(f) ¢
ortogonale (AAT =1,,).

Dimostrazione. Visto che B ¢ ortonormale la matrice di Gram Mp((-,-)) e I'identita e
quindi

(f(©), f(w)) = ((f(v)p)" - (f(w))s = (A- (v)5)" - A~ (w)s = ((v)5)" - (ATA) - (w)s

Analogamente (v, w) = ((v)5)T - (w)g.
Quindi f & un’isometria lineare se e solo se x - (ATA) -y = 2T -y per ogni z,y € R"™.
In particolare, se A e ortogonale, allora f un’isometria lineare. Viceversa, se f e
un’isometria lineare allora (ATA),; = el - ATA-e; = el -e; = (I,):; per ogni i, j, cioe

ATA=1, (n=dimV). O

Osservazione. Posso riconoscere un’isometria lineare dalla matrice rappresentativa solo
usando una base ortonormale!
In generale, per una base B qualsiasi vale: f & un’isometria lineare se e solo se AT BA =

B, dove A := MZ(f) e B= Mp((-,-)) ¢ la matrice di Gram di (-, ).

Esistono altre trasformazioni rigide di uno spazio euclideo che non sono lineari, ad
esempio le traslazioni: T, : V — V v +— v 4 vy (traslazione per vy € V).

Definizione 5.36. Sia VV uno spazio vettoriale. Una trasformazione affine € una funzione
T:V — V tale che T(v) = f(v) + vg, dove vg € V e f € End(V) ¢ un isomorfismo.

Moralmente, “trasformazione affine = isomorfismo lineare + traslazione”.

Esempio. 7:R?* — R% T(31) = (2 ') - (21) + (%) € una trasformazione affine.
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Osservazione. In generale una trasformazine affine “deforma” lo spazio, non preserva
angoli e lunghezze; perd manda sottospazi affini in sottospazi affini della stessa dimen-
sione (rette in rette, piani in piani, etc.) e preserva le posizioni reciproche (incidenza,
parallelismo, etc.)

Definizione 5.37. Sia (V, (-, -)) uno spazio euclideo. Una trasformazione affine 7" : V" —
V' e un isometria se |[v —w|| = ||T'(v) — T'(w)|| per ogni v,w € V.

Esempio. e Ogni traslazione ¢ un’isometria.
e La mappa T : R? — R? dell’esempio precedente non ¢ un’isometria.
o L:R* 5 R2LL(%) = (% 7) - (3)+ (%) & un’isometria.

Teorema 5.38. Sia (V, (-,-)) uno spazio euclideo. Una trasformazione affine T :V — V
¢ un isometria se e solo se esiste un’isometria lineare f € End(V') e un vy € V tali che e
T(v) = f(v) + vy per ogniv € V.

Moralmente, “isometria = isometria lineare + traslazione”, e preserva angoli, lunghez-
ze, distanze, etc.

Dimostrazione. Se f € End(V') & un’isometria lineare, allora ||v —w|| = || f(v) — f(w)|| =
[1f(v) = vo +vo = f(w)[| = [[T(v) = T(w)|| per ogni v, w € V.

Viceversa, supponiamo che T'(v) = f(v) + vy, dove v9 € V e f € End(V), sia
un’isometria, cioe

lv —w|| =[T(v) = T(w)|| = [[f(v) = vo = (T(w) = vo)l| = [[f(v) = f(w)]|  (5.7)

per ogni v,w € V e dobbiamo dimostrare che (f(v), f(w)) = (v, w) per ogni v,w € V.
Prendendo w = Oy in (5.7)), abbiamo che |[v|| = ||f(v)|| per ogni v € V. Ora, per ogni
v,w eV vale

1f@)IP=2(f (), )+ (@)|[* = [If (@)= f ()] = [|f (v=w)|[* = [[o—w]|* = |[v|*~2(v, w)+[[w][*

da cui segue che (f(v), f(w)) = (v, w)per ogni v,w € V. O

5.6.3 Endomorfismi simmetrici

Definizione 5.39. Siano (V, (-, -)) uno spazio euclideo e f € End(V) un endomorfismo.
Si dice che f & simmetrico se, per ogni v,w € V: (f(v),w) = (v, f(w)).

Esempio. La proiezione ortogonale su un sottospazio W <V ¢ un endomorfismo simme-

trico: sia {b1,...,b,} una base ortonormale di W, allora my (v) = Y0 (v, b;)b;:
p p p
(mw (v = (O (0, b)bs, wy = (v,b;) (b, w) = (v, O w, bi)b;) = (v, T (W))
i=1 i=1 i=1

Proposizione 5.40. Siano (V,(-,-)) uno spazio euclideo, B una base ortonormale di V' e
f € End(V).
Allora f ¢ simmetrico se e solo se la matrice rappresentativa A := ME(f) ¢ simmetrica

(A= AT).
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Dimostrazione. Visto che B ¢ ortonormale la matrice di Gram Mp((-,-)) e I'identita e
quindi

Analogamente
(v, f(w)) = ((v))" - (f(w)s = ((v)5)" - A+ (w)5
Quindi f & simmetrico se e solo se 7 - AT .y =27 - A -y per ogni z,y € R".

In particolare, se A ¢ simmetrica, allora f ¢ simmetrico. Viceversa, se f ¢ simmetrico
allora (AT);; =€l - AT -e; =el - A-e; = (A);; per ogni i, j, cioe A= AT, O

Osservazione. Posso riconoscere un endomorfismo simmetrico dalla matrice rappresenta-
tiva solo usando una base ortonormale!

In generale, per una base B qualsiasi vale: f & simmetrico se e solo se ATB = BA,
dove A := ME(f) e B= Mp({-,-)) ¢ la matrice di Gram di (-, -).

Esempio. La proiezione ortogonale su un sottospazio W <V & un endomorfismo sim-
metrico. Inoltre, se B = {b1,...,b,,bp41,...,b,} ¢ una base ortonormale di V tale che
{b1,...,b,} & una base (ortonormale) di W, abbiamo che

ME(mw) = diag(1,...,1, 0,...,0 ) =D
—_— Y
p—volte (n—p)—volte
cioé B ¢ una base ortogonale di V' costituita da autovettori di 7y .

Definizione 5.41. Siano (V, (-, -)) uno spazio euclideo e f € End(V') un endomorfismo. Si
dice che f e ortogonalmente diagonalizzabile se esiste una base ortogonale di V' costituita
da autovettori di f.

Sia B = {by,...,b,} una base ortogonale di V' costituita da autovettori di f e si
consideri la corrispondente base ortonormale C = {¢; = ”2—1”, N IIZnII }.

La base C ¢ una base di autovettori per f, quindi MS(f) ¢ una matrice diago-
nale, in particolare ¢ simmetrica. In altre parole ogni endomorfismo ortogonalmente
diagonalizzabile ¢ simmetrico.

Vale anche il viceversa!

Teorema 5.42 (Teorema spettrale). Siano (V,(-,-)) uno spazio euclideo e f € End(V)
un endomorfismo.
Allora f e simmetrico se e solo se f € ortogonalmente diagonalizzabile.

In termini matriciali, la definizione e il teorema spettrale si rileggono come segue.

Una matrice A € Mg(n) e ortogonalmente diagonalizzabile se esiste una base B =
{b1,...,b,} ortogonale di R" (rispetto al prodotto scalare standard) costituita da auto-
vettori di A. In questo caso, la corrispondente base ortonormale C € anche una base di
autovettori per A.

Dal primo teorema di diagonalizzazione A & simile alla matrice diagonale D = M§(L )
tramite la matrice di cambio di base P = M&(idgn): P~YAP = D. Inoltre P & la matrice
di cambio di base per due basi ortonormali, e dal Lemma [5.32| abbiamo che P e una
matrice ortogonale.
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Riformulando: A € Mg(n) ortogonalmente diagonalizzabile significa che esistono ma-
trici P, D € Mg(n), P ortogonale, D invertibile tali che D = P~'AP = PTAP, ovvero
A = PDPT. Considerando la trasposta di entrambi i lati, otteniamo

AT = (PDP")" = (P")"D"P" = PDP" = A

quindi una matrice ortogonalmente diagonalizzabile ¢ simmetrica.
E il Teorema spettrale ci dice che vale anche il viceversa: A € Mg(n) & ortogonalmente
diagonalizzabile se e solo se A ¢ simmetrica.

La dimostrazione del teorema spettrale esula dallo scopo di queste note, ma possiamo
capire come costruire P e D partendo da una matrice simmetrica A.

L’idea e quella di utilizzare il processo di diagonalizzazione “classico” (vedi Sezione
e adattarlo.

Input Una matrice simmetrica A € Mg(n)

Passo 1 Determinare il polinomio caratteristico pa(t) = det(tl,, — A) di A e i suoi autovalori
Moo A

Passo 2 Per ogni \; trovare una base B, dello spazio proprio Vj,.

Si noti che i controlli 1 e 2 non sono necessari, poiché A ¢ diagonalizzabile dal teorema
spettrale: quindi dobbiamo trovare n radici reali (contate con molteplicita) e ogni radice
ha una molteplicita geometrica uguale a quella algebrica.

Quindi abbiamo ottenuto un risultato intermedio: B = B, U...U B, ¢ una
base di R™ composta da autovettori di A, ma in generale non ¢ ortogonale. Tuttavia,
I'ortogonalita tra autovettori di autospazi distinti e garantita dal seguente risultato.

Lemma 5.43. Siano v, w autovettori della matrice simmetrica A € Mg(n) appartenenti
ad autospazi distinti: v € Vy, w € V,, con X\ # p. Allora (v, w) = 0.

Dimostrazione. Consideriamo (v, Aw) = (v, uw) = p(v,w). D’altra parte (v, Aw) =
(Av,w) = (M, w) = Av,w). Ne consegue che (A — u){v,w) = 0, ma A\ # p, quindi
(v,w) = 0. O

Per garantire che gli autovettori di una base di uno stesso autospazio siano tra loro
ortogonali, utilizziamo il processo di Gram-Schmidt:

Passo 3 Utilizzare il processo di Gram-Schmidt su ciascuna base B),, per ottenere una base
ortonormale B§" dell’autospazio V.

Output B" = BT U ... U BS" ¢ una base ortonormale di R™ costituita da autovettori di
A. Prendendo P con colonne costituite dai vettori di B°?, si ottiene che P™'AP =
PT AP & una matrice diagonale.

1 3 0
Esempio. a) Lamatrice A= |3 1 0 | € Mg(3) ¢ simmetrica, quindi ortogonalmente
00 -2

diagonalizzabile. Determiniamo una base ortogonale di R? formata da autovettori di A.
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Il polinomio caratteristico di A e

t—1 -3 0
pat)=det| =3 t—1 0 |=(t+2)((t—-1)=9) = (t+2)(t*—2t—8) = (t+2)*(t—4)
0 0 t+2

Determiniamo ora una base per entrambi gli autospazi:

3 =30 1 -1 0 1

Vi=ker| -3 3 0| =ker|0 0 O|=Span| |1

0 0 6 0 0 1 0
-3 -3 0 1 10 1 0
Vo=ker| -3 =3 0] =ker|0 0O O] =Span||—1],]0
0 0 0 000 0 1

.1 1 0 . .
Poiché (—01 ), (?) sono ortogonali, per ottenere una base ortonormale basta normaliz-
zare i 3 vettori:

1 1

V2 V2 0
1 _ 1 0
V2 |7 V2 |

0 0 1

¢ una base ortonormale di R? costituita da autovettori di A e

4.0 0 5 s 0
TAp — _|a i
0 0 =2 0 0 1
2 -1 -1
b) La matrice A= | -1 2 —1[ & Mg(3) ¢ simmetrica, quindi ¢ ortogonalmente
-1 -1 2

diagonalizzabile. Il suo polinomio caratteristico e

t—2 1 1

pat)=det| 1 t—2 1 |=(t+2)((t=2)°-1)—(t—-2-1)+(1—(t—2)) = t*—6t>+9t = t(t—3)>
1 1 t—2

Determiniamo ora una base per entrambi gli autospazi:

-2 1 1 1 1 =2 11 =2 1
Vo=ker| 1 -2 1 |=ker|0 -3 3 |=ker|0O 1 —1|=Span| |1
1 1 =2 0 3 -3 00 O 1

111 111 1 1

Vs3=ker|1 1 1| =ker|0 O O] =Span||—1],] O

111 0 00 0 —1

Poiché (( —(1)1>, ( 51)1 )> = 1, questi due vettori non sono ortogonali, quindi applichiamo
il processo di Gram-Schmidt per ottenere una base ortogonale di V3:
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1 ! <(1707_1>T7(17_170>T> !
= |—1 =10 |- -1
0 _ H(L_LO)THQ 0

Dopo la normalizzazione, otteniamo una base ortonormale di R? costituita da auto-
vettori di A:

| N[ D [ =

—_
—_

1 1 1
V3 V3
e inoltre vale

1 1 1
000 \{3 \/51 \{6
PTAP=1(0 3 0 dove P=|75 —u ﬁ
1 2
00 3 v 0 V2

~—

Teorema 5.44 (Decomposizione spettrale). Siano (V,(-,-)) uno spazio euclideo e f €
End(V) un endomorfismo simmetrico, e siano {1, ..., \x} © suoi autovalori. Inoltre sia
m; V.=V la proiezione ortogonale sull’autospazio Vy, relativo a A;.

Allora, per ogni v in'V wvale

k k
v) =Y Nmi(v),  cioé Z JME(T5)
=1 =1
3
Esempio. Consideriamo 'esempio precedente, parte a) 1 € Mg(3) ¢
O 0
ortogonalmente diagonalizzabile, e gli autospazi sono
1 0
Vi=Span b = |1 , V_o=Span | by = 0
0 1
e {b1, by, b3} & una base ortogonale di autovettori. Allora
A = ME(L) = AME(my) — 2ME(T_y)
1 1 1 1 0
:451-(110)—25—1 (1 =1 0)+ (o]0 0 1)
0 0 1
1/2 1/2 0 12 —1/2 0
= 4|1/2 1/2 0| —-2]|-1/2 1/2 0
0 0 0 0 0 1

5.7 Forme quadratiche

Sospendiamo ora la discussione sui prodotti scalari e torniamo a considerare forme bilineari
simmetriche. In quest’ultima sezione introduciamo le forme quadratiche e vediamo come
classificarle. Questo ci servira nel prossimo capitolo per studiare e classificare coniche e
quadriche.
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Definizione 5.45. Sia V uno spazio vettoriale reale e sia f : V x V' — R una forma
bilineare simmetrica.
La forma quadratica associata a f € Bil(V) e

qgr: V=R, q):= f(v,v).

Esempio. e Su V = R? sia f (($1> , <x2>> = 1122 — Y1Yo, allora la forma quadratica

hn Y2
associata e o =72 —¢?
ar y Z y-.

e Sia f € Bil(R?), data dalla matrice

qr <<§>> = ax?® + 2bxy + cy?.

e Su V consideriamo la forma bilineare nulla: n : V x V — R n(v,w) = 0, allora la
forma quadratica associata ¢ la forma quadratica nulla: ¢, : V — R, g,(v) = 0.

e Sia V =R[t]<; esia h:V xV = R h(p(t),q(t)) = p(0)g(0) + 3p(1)g(1), allora la
forma quadratica associata & g (p(t)) = p(0)? + 3p(1)>.

e Dato un prodotto scalare, la forma quadratica associata ¢ il quadrato della norma.

allora la forma quadratica associata e

a
b

Proprieta. Siano V uno spazio vettoriale reale, f : V x V — R una forma bilineare
simmetrica e q¢ 1 V — R la forma quadratica, associata, allora:

® Qf<OV) = 0;
o qr(Av) = \.
_ v+ w) —gr(v) — gr(w)

In particolare, 'ultima proprieta ci dice che data una forma quadratica ¢ : V — R,
possiamo ricavare la forma bilineare simmetrica associata (cf. Proposizione [5.10)).

(Formula di polarizzazione)

Osservazione. Se la forma quadratica g : V' — R ¢ definita su V' = R", allora assume la
forma

L1 L1
T T -
2
a| . |= (351 Ty - :vn) AT =D aard +2) ) air;
~ - i=1 i<j
xn xn

dove A = Mg(f). In particolare ¢; ¢ data tramite un polinomio omogeneo di grado 2
(cioé privo di monomi di grado 1 o 0), oppure dal polinomio nullo.

Quindi, data una forma quadratica ¢ : V' — R e fissata una base B di V, posso
rappresentare ¢ tramite un polinomio omogeneo di grado 2 o tramite il polinomio nullo
(se q ¢ la forma quadratica nulla).

Esempio. e In R!, ¢(z) = 2% ¢ una forma quadratica e la matrice associata ¢ A = (2).
o In R3 q((w1, 29, 23)7) = 23+ 23— 322 — 42129+ 821 23+ 22973 & una forma quadratica
e la matrice associata e:

e In R? ¢((x1,22)") = 2% — 323 + 42, non & una forma quadratica.
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5.7.1 Segno di una forma quadratica

Definizione 5.46 (Segno di una forma quadratica). Siano V' uno spazio vettoriale, f €
Bil(V') simmetrica e sia gf la forma quadratica associata a f.
Allora ¢ (e anche f) si dice

* definita positiva, se qg(v) > 0 per ogni v € V', v # Oy (cioe f € un prodotto scalare);
« definita negativa, se qf(v) < 0 per ogni v € V., v # Oy;

« semi-definita positiva, se ¢r(v) > 0 per ogni v € V;

« semi-definita negativa, se qr(v) < 0 per ogni v € V;

« indefinita altrimenti, cioe se esistono vy, vy € V tali che ¢¢(v1) < 0 < gf(vq).

Esempio. e Ogni prodotto scalare definisce una forma quadratica definita positiva.
e in R?, g(x1,22) = 27 + 23 ¢ definita positiva.
e in R? g(xy,25) = —x3 — 322 ¢ definita negativa.
e in R? ¢(z1,79) = 22? & semi-definita positiva, ma non definita positiva (¢(0,1) = 0).
e in R?, q(z1,22) = 23 — 423 ¢ indefinita (¢(1,0) = 1, ¢(0,1) = —4).

5.7.2 Segnatura e classificazione delle forme quadratiche

Se C ¢ una base di V, definiamo la matrice Mc¢(gs) di una forma quadratica come la
matrice di Gram della sua forma bilineare simmetrica f associata: Mc(qy) := Me(f).

Nella Sezione [b.1] abbiamo visto che se cambiamo coordinate e consideriamo la base
B, allora A := Mc(f) e B := Mgz(f) sono congruenti, cio¢

A=PT.B.P

dove P ¢ una matrice invertibile, ovvero P = M (idy).
Il nostro obiettivo e trovare una base B di V tale che la matrice Mp(qy) sia il piu
semplice possibile.

Definizione 5.47. Dati interi non negativi r, s,t € Zx( definiamo I, ;; € Mg(r + s + 1)
come la matrice diagonale:

Lo, = diag(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0)

Teorema 5.48. Sia V' uno spazio vettoriale e sia f € Bil(V) simmetrica. Allora esiste
una base B ={by,..., by} di V in cui

fvi,v;)) =0sei#j5 e f(v,v)e{-101}.

Cioe Mg(f) = I sn—r+s per qualche r, s. In altre parole, ogni forma bilineare simme-
trica ¢ diagonalizzabile.

Dimostrazione. Sia C una base di V' e consideriamo la matrice di Gram A = Mc(f).
Poiche A ¢ simmetrica (Proposizione , per il teorema spettrale in forma matriciale,
esiste una matrice ortogonale P € Mg(n) tale che

P7'AP = PTYAP = D = diag(\y, ..., \,0,...,0)

———
n—p
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dove Ay,..., A, sono gli autovalori non nulli di A: p = rg(A) e
Equivalentemente, esiste una base D = {ws,...,w,} tale che P

Mop(f), cioe:

n —p = dimker A.

flw,w;)) = N se i=1,...,p
flwi,w)) = 0 se i>p+1
f(wi, U)j) = 0 se j 7é 7
Ciascun \; = f(w;, w;) € o positivo o negativo. A meno di riordinare gli elementi della
base D, possiamo supporre che

f(wl,wl) = \N>0 se i=1,...,r
f(wz,wz) = N <0 se t=r+1,...,p

Se ora “normalizziamo” i vettori w;, cio¢ consideriamo B = {vy,...,v,} dove v; :=
Wi . . .
ﬁ peri=1,...,pev; =w; per j =p+1,...,n, otteniamo una base tale che
Ai
Mg(f) =diag(l,...,1,=1,...,=1,0,...,0) = L s n_(r+s) O
—_——— — —— \7,—:/
T S n—r-rs

Esempio. Prendiamo la forma quadratica g; : R* = R, q¢((21, 22, 3, 24)7) = dz20+ 23,
allora la matrice di Gram rispetto alla base canonica della forma bilineare associata é:

0
Me(f) = (1]
0

S o N O
S O O
o O OO

Il suo polinomio caratteristico ¢ p(t) = t(t — 1)(t*> — 4), che ha 4 radici distinte, quindi
Me(f) & diagonalizzabile, ed & simile a

2 0 00

0 -2 0 0

0 0 10

0 0 0O

quindi esiste una base B di R* tale che
10 0 O
01 0 O
MB(f) - 00 =1 0 - 12,1,1

00 0 O

e in questa base, la forma quadratica associata & q;((y1, y2, Y3, ya)*) = y3 + y3 — v3,

Osservazione. 1) La dimostrazione del teorema ci da un metodo esplicito per trovare la
base B e la matrice diagonale Mz(f).

ii) Il numero r di “1” che compiono in Mp(f) coincide con in numero di autovalori
positivi di A (contati con molteplicita). Analogamente, il numero s di “-1” che compiono
in Mpg(f) coincide con il numero di autovalori negativi di A, mentre n—(r—s) = dim ker A.
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Definizione 5.49. Siano V uno spazio vettoriale e f € Bil(V') simmetrica. Data una
base B di V, il numero di autovalori positivi/negativi/nulli (contati con molteplicita) di
Mp(f) si chiama indice di positivitd/negativita/nullitd.

Questi 3 valori sono ben definiti, cio¢ indipendenti dalla scelta della base B, come
vedremo tra poco (Teorema [5.51)).

Definizione 5.50. Siano V' uno spazio vettoriale e g5 : V' — R una forma quadratica.
La segnatura di g; ¢ la terna (r,s,t), dove r & l'indice di positivita di f, s, € I'indice di
negativita di f, e t =dimV — (r + s) ¢ il suo indice di nullita.

Cioe la segnatura di ¢y € (r, s,t) se e solo se Mp(f) € congruente a I, ,, e la matrice
I s n—(r+s) € la forma canonica di Sylvester di gy.

Esempio. La segnatura di ¢; : R* = R, qf((z1, 22, 3, 24)7) = dzyme + 23 ¢ (2,1,1).

Teorema 5.51 (legge di inerzia (di Sylvester)). Siano V' uno spazio vettoriale di dimen-
sione dimV =n, f € Bil(V)) simmetrica, e B e C basi di V tali che Mg(f) = I s n—(r+s)
e Mc(f) =1 s n—(r4s)- Allorar =71" €5 =5"
Dimostrazione. Visto che Mp(f) e Mec(f) sono congruenti hanno lo steso rango, e quindi
r+s=r+¢.

Siano B = {by,...,b,} e C ={c1,...,c,}, allora {by,...,b.,¢i1,..., ¢y} sono linear-
mente indipendenti. Infatti, supponiamo di avere il vettore nullo come combinazione

lineare dei vettori citati: . .
OV = Z[L’sz —+ Z ijj
i=1 G=r'+1

e poniamo v := >_!_; x;b; ottenendo di conseguenza —v = Z?:,,, 41 Yj¢;. Ora

flv,v) = z””: zivxf(bi, by) = Zr: ;>0

ik=1 ik=1
e 'uguaglianza si verifica solamente se z; = 0 per ogni ¢ = 1,...,r; inoltre
n /45’
_ _ 2
f=v,=v) = > wyiflea)= >, —y; <0
3,k=r'4+1 J,k=r'+1

Siccome f(—v,—v) = (=1)2f(v,v) = f(v,v), confrontando le due equazioni precedenti,
si ottiene che entrambe le disuguaglianze sono delle uguaglianze. In particolare z; = 0

per ogni ¢ = 1,...,7r e dunque v = Oy. Di conseguenza anche —v = 0y ed essendo
{¢;741, ..., ¢y} linearmente indipendenti otteniamo che anche y; = 0 per ogni j = ' +
1,...,n.

Quindi gli r +n — 7’ vettori {by,...,b., ¢41,. .., ¢y} sono linearmente indipendenti e
dunque r+n—1r" <n<r <r.

Analogamente, {c1,..., ¢, b.11, ..., b, } sono linearmente indipendenti e quindi ' < r.
Da cui otteniamo r =1" e s = §'. O

Corollario 5.52. Due matrici simmetriche A, B € Mg(n) sono congruenti se e solo se
hanno la stessa segnatura.
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Classificare una forma quadratica significa determinare la sua forma canonica di
Sylvester.

Osservazione. 1) Ogni forma quadratica su V' puo essere rappresentata come

o
Lo r r+5
_ 2 2
a| | =2 - X 1
. i=1 j=r+1
Tn

dove r ¢ 'indice di positivita, s quello di negativita e n — (r + s) € I'indice di nullita.

ii) La segnatura di una forma quadratica su V' con dimV = n ci dice anche il suo
segno:

Segnatura | Segno
definita positiva

)
(0,m,0) | definita negativa
(*,0, %) | semi-definita positiva
(0, %, %) | semi-definita negativa
E:’ I’ 2; indefinita

dove * indica un numero naturale strettamente positivo.

Abbiamo quindi la classificazione delle forme quadratiche di R*:

Proposizione 5.53. Le forme quadratiche di R? sono, a meno di congruenza, le sequenti:

2 2 2 2 2 2 2 2 .
x+y7x_ya_x_y7l‘7—xvoa

di segnature (2,0,0), (1,1,0), (0,2,0), (1,0,1), (0,1,1), e (0,0, 2).

Le forme quadratiche di R? sono della forma

Q) () 2

E la segnatura ¢ data dai segni degli autovalori A, Ay di A, radici del polinomio
caratteristico det(\l,, — A) = A2 — tr(A)\ + det A, dove tr(A) = a + c e det A = ac — b*.

Poiché A\j A = det A e Ay + Ay = tr(A), si ottiene:

e sedet A >0etr(A) >0, allora g ¢ definita positiva;

se det A > 0 e tr(

A) < 0, allora g ¢ definita negativa,

e sedet A=0etr(A) >0, allora ¢ & semi-definita positiva;

e sedet A=0etr(A) <0, allora ¢ ¢ semi-definita negativa,

e sedet A=0e tr(A) =0, allora ¢ ¢ la forma quadratica nulla;

o se det A < 0, allora ¢ e indefinita.
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Attenzione! In dimensione maggiore non ¢ sufficiente considerare la positivita/negativita
di traccia e determinante per stabilire il segno di una forma quadratica. Ad esempio, le

madtrici
1 -1

1 -1

hanno entrambe determinante e traccia positivi, ma la prima e definita positiva, mentre
la seconda e indefinita.

5.7.3 Ciriterio di Cartesio

Per stabilire la segnatura eil segno e di una forma quadratica dobbiamo quindi stabilire
il segno degli autovalori di una sua matrice rappresentativa, cioe il segno delle radici del
suo polinomio caratteristico.

Per fare questo puo essere utile il criterio di Cartesio, che ricordiamo brevemente.

Teorema 5.54 (Criterio di Cartesio). Sia p(x) = a,2" + a,_12" ' + ... + agz? € R[z]
un polinomio reale di grado n tale che tutte le sue radici siano reali. Allora
1. 0 ¢ radice di p(z) se e solo se d <1 e ma(0) =d.

2. Dato l'insieme ordinato dei coefficienti v := (an, an—1,...,aq), allora p(x) ha tante
radici reali positive (contate con molteplicita) quante sono le variazioni di segno
degli elementi contigui dell’insieme v (gli eventuali zeri non si contano).

In particolare, se una matrice € simmetrica, allora ¢ diagonalizzabile e quindi tutti i
suoi autovalori sono reali e possiamo applicare il criterio di Cartesio.

Esempio. e Se pp(z) = ! —223 — 11224287 — 16, allora I'insieme ordinato dei coefficienti
ev:=(1,—-2,—11,28,—16) e ci sono 3 variazioni di segno 1 — —2, —11 — 28 — —16: la
segnatura ¢ (3,1,0).

e Se pp(r) = 21—223—122?+16, allora I'insieme ordinato dei coefficienti & (1, —2, —12,0, 16)
che si riduce a v := (1, =2, —12, 16) rimuovendo lo 0. Ci sono 2 variazioni di segno, quindi
la segnatura ¢ (2,2,0).

1 k1
eSia A= |k —1 2|, k€ R. Determinare per quali £ € R la matrice A determina
1 2 0
un prodotto scalare (cioé per quali k& € R la forma quadratica corrispondente & definita

positiva).

Il polinomio caratteristico di A ¢ pa(z) = det(xlz — A) = 2% — (k* + 6)x + 4k — 3.
L’insieme ordinato dei coefficienti ¢ (1, —(k*+6), 4k —3). Visto che 1 > 0 e —(k?*+6) < 0,
applicando cartesio otteniamo che la segnatura di A e: i) (1,2,0) se 4k —3 < 0; ii) (2,1,0)
se 4k —3 > 0;iii) (1,1,1) se 4k —3 =0.

5.7.4 Complementi: metodo dei minori di nord-ovest

Vediamo ora un metodo per stabilire se una forma quadratica ¢ definita positiva o negativa,
calcolando solo i determinanti di opportune sottomatrici.
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Definizione 5.55. Sia A € Mg(n) e definiamo I’s-esimo minore di nord-ovest di A come
la matrice *A € Mg(s) ottenuta da A rimuovendo le ultime n — s righe e le ultime n — s
colonne

Proposizione 5.56 (Metodo dei minori di nord-ovest). Sia A € Mg(n) una matrice
rappresentative della forma quadrateica q : V — R, allora

1. q é definita positiva se e solo se det(*A) > 0 per ogni s;

2. q ¢ definita negativa a se e solo se (—1)*det(*A) > 0 per ogni s.

1 10
Esempio. e La matrice A = |1 2 0] descrive un prodotto scalare, infatti det(*A) =
00 3
det(1) =1 > 0, det(?A) = det G ;) =1> 0 e anche det(*A) = det A = 3 > 0.
1 k1
e Sia A= [k —1 2|, k € R. Allora det('4) = det(1) = 1 > 0 e det(*A) =
1 2 0

1
det (k: _/€1> = —(1+ k%) < 0, quindi A non ¢ ne definita positiva, ne definita negativa.
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Capitolo 6

Quadriche e loro classificazione

In questo capitolo studiamo le (ipersuperfici) quadriche in R™, cioe le ipersuperfici descritte
da un polinomio di grado 2 in n variabili.
In particolare vedremo come classificarle metricamente ed affinamente e come deter-

minare le loro simmetrie.

6.1 Ipersuperfici quadriche

Definizione 6.1. Una (ipersuperficie) quadrica di R™ & I'insieme dei punti di R™ che
soddisfano un’equazione polinomiale di grado 2:

Q= {($1,...,xn) eR" | q(x) = Z i, Ti T +22bi9€¢ +c= 0}
ij=1 i=1

Quindi abbiamo una forma quadratica descritta dalla matrice A € Mg(n) con (A4; ;) =
a;j (in particolare A = AT), una forma lineare descritta dal vettore b = (by,...,b,)" € R"
e il termine costante c € R.

Notazione. Se n = 2 una (ipersuperficie) quadrica & detta conica.
Esempio. e In R?, le seguenti equazioni descrivono delle coniche:
v +215=3, may=1, a7—21,=0

Nel primo caso abbimo un’ellisse, nel secondo un’iperbole e nel terzo una parabola.
e Le seguenti equazioni descrivono delle quadriche in R3

2 2 2 2 2

Nel primo caso abbimo una sfera, mentre nel secondo un cilindro.

Rappresentazioni matriciali.

Data I’equazione di una quadrica ¢(x) = Doijo1 Qi+ 2300 bizi + ¢, questa puo essere
riscritta come:

by

q(z) = 2T Ax + 26"z + ¢ dove (4;;) =a;;, b=|":
bn
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Alternativamente, si puo descrivere g(z) con un’unica matrice:

I
- g A b : .
Q(w): Z @ijxixj+22bi.’lfi+cz (fEl . Ip 1) =g Ax
i,j=1 i=1 Tn,
’ b e 1

La matrice A" € Mg(n + 1) & la matrice completa della quadrica.

Esempio. La conica 22 + 222 — 42129 + £1 — 625 + 5 = 0 si puo riscrivere come:
1 2

1 =2\ [z v
_ 2 2 _ — = ' At :
0 =27 + 225 —4w100 + 21 — 622 +5 = <$1 xQ) (—2 1 > <x2> i <2 3) (@) "

Oppure come

1 =2 1\ (=

0=a7+20] —dzmy + 01 — 622+ 5= (w1 1) [ -2 1 =3]| |z
i -3 5 1
2

Definizione 6.2. Una quadrica ¢ degenere se la sua matrice completa non ha rango
massimo, cioe se det(A") = 0.

Esempio. e Le matrici complete delle coniche descritte in precedenza sono:

1 1 1
: -1 |, 0 -1
-3 1 -1 0

quindi sono tutte coniche non degeneri.
Le seguenti equazioni invece descrivono delle coniche degeneri:

1 1 1 -1
O:x%—1<—> 0 ) Ozx%+2x1x2+x§—2x1—2x2+1<—> 1 1 -1
-1 -1 -1 1

Nel primo caso abbiamo una coppia di rette parallele, mentre nel secondo una retta doppia
(di equazione xy + x5 — 1 = 0).

Domanda. Data una quadrica esiste una “trasformazione di coordinate’ in cui I’'equa-
zione che la descrive diventi piu semplice? Se si, come trovarla?

In altre parole ci stiamo chiedendo se possiamo “cambiare il sistema di riferimento”
in modo da semplificare la quadrica.

1 3
La matrice A & simmetrica e quindi ortogonalmente diagonalizzabile, cioe esiste una
base ortonormale B di autovalori per A: A ha autovalori 4,2 e autovettori corrispondenti
L 13T o (1 L)T

sono (ﬁ’ﬁ N

1
Esempio. Consideriamo la conica 0 = 323+ 27129+ 323—1=2T Az —1con A = 3 ) .
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Quindi

PTAP =D = (E)l g) con P = MZg(idg:) = (

S-Sl

#)

0= (Py)TAPy) —1=y"PTAPy —1=y"Dy—1 4 + 22 =1

oS

e applicando il cambio di coordinate x = Py, la conica diventa

la conica € un’ellisse.

Nelle prossime pagine risponderemo positivamente alla domanda e inoltre mostrere-
mo che ogni quadrica puo essere ricondotta ad una forma canonica, cioé vedremo come
“classificare” le quadriche.

Ci sono “2 tipi” di trasformazioni affini: le isometrie (che sono rigide: preservano
angoli, lunghezze, distanze, etc.; vedi Definizione e le restanti (che non sono ri-
gide e “deformano” lo spazio, non preservando angoli e lunghezze). Pertanto possiamo
classificare le quadriche in 2 modi.

Definizione 6.3. Sia () C R" una quadrica. Un processo di semplificazione dell’equazione
di @ (detto anche processo di classificazione) si dice
o metrico se le trasformazioni ammesse sono solo isometrie, cioé matrici ortogonali
(isometrie lineari) e traslazioni;

o affine, se le trasformazioni ammesse sono matrici invertibili e traslazioni.

Esempio. Nell’esempio precedente abbiamo semplificato metricamente la conica, infatti
abbiamo fatto un unico cambio di coordiante dato da una matrice ortogonale.

Se ora facciamo un’ulteriore cambio di coordinate z; = 2y, 2o = \/§y2, cioe z =
(2 \/i)y, la conica diventa z? + 22 = 1 (circonferenza unitaria). L’ultimo cambio di
coordinate non e dato da una matrice ortogonale quindi abbiamo una semplificazione

affine.

6.1.1 Centro di una quadrica

La quadrica Q := {q(m) =aTAz + 2Tz 4+ c = O} ha un centro di simmetria in 0 preci-
samente quando ¢(x) = 0 < q(—z) = 0 per ogni z € R". In particolare, abbiamo che

q(z) = q(—x), cioe
T Az + 2 s +c=a2T Az — 20T+ c <= bl =0, Vo € R"

cioe b = 0.

Quindi () ha una simmetria rispetto a 0 se e solo se b = 0, cioe non ho la parte lineare.

Strategia. Per capire se una quadrica ha un centro di simmetria in vy, posso applicare
la traslazione T : R® — R", v — v —wvy che porta vy nell’origine e vedere se la parte lineare
si annulla (e quindi ho un centro di simmetria in vg) oppure no.

Nelle nuove coordinate y = = — vy (cioe = = y + vg) la quadrica diventa

0 = aTAv+ 20" 2+ c= (y+vo) Ay +vo) + 20" (y + vg) + ¢
= y Ay + o7 Avg + vl Ay + v Avg + 267y + 2670 + ¢
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Notiamo che y” Avy = vl Ay; infatti y* Avg = (y" Avg)T = vl ATy = vl Ay, dove la prima
uguaglianza vale perché stiamo trasponendo una matrice di ordine 1, e la seconda vale
perché A = AT, Quindi otteniamo

0= yT Ay + 2T A+ b7y + 2670 + o7 Avg + ¢ Y227 4T Ay + 2(Avg + b)Ty + ¢ (6.1)
/ b

Quindi per eliminare la parte lineare posso traslare per una soluzione v, del sistema
lineare Ax = —b.

Definizione 6.4. Una quadrica @) := {q(x) =T Az + 2072 4+ c = O} si dice a centro
se ha un centro di simmetria, cio¢ se 'equazione (dei centri) Az = —b ha almeno una
soluzione. L’insieme soluzione Sol(A| — b) ¢ detto I'insieme dei centri di simmetria.

Osservazione. Se A ha rango massimo rg(A) = n, allora ¢ invertibile e quindi Sol(A| — b)
ha un unico centro di simmetria.

1 1 -1
Esempio. e La quadricaz” | 1 2 0 [2+2 (1 —1 0) x—+1 = 0 ha un unico centro,
-1 0 -1
1 1 —-1|-1
infatti | 1 2 0 | 1 | ha un’unica soluzione: Sol(A| —b) = (—1,1,1).
-1 0 —-1] 0
110
e La quadrica 27 [1 1 0|z +2 (—3 -3 —3) x + 11 = 0 ha infiniti centri, infatti
0 0 2
1 1 013
1 1 0|3 | ha infinite soluzione: Sol(A] —b) = {(3 —¢,¢,2)" |t € R}.
00 23
11 0
e La quadrica 27 [1 1 0 |z + 2 (—1 2 3) x4+ 1 = 0 non ha centro, infatti
0 0 =2
11 0|1
1 1 0 |—=2 | non ha soluzioni.
00 —2]-3

e Vedremo in seguito che le tre quadriche sono rispettivamente un iperboloide iperbo-
lico, un cilindro ellittico ed un paraboloide iperbolico.

6.2 Classificazione metrica ed affine

Nel processo di classificazione dobbiamo distinguere tra le quadriche con un centro di
simmetria (per esempio una sfera o un cilindo) e quelle prive di centro di simmetria (per
esempio una parabola), perché nel primo caso possiamo eliminare la parte lineare con una
traslazione, mentre nel secondo no.
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6.2.1 Quadriche a centro

Sia @ := {q(x) =zTAz + 2072 +c = 0} una quadrica a centro, cioe Sol(A| — b) € non ¢
vuoto e sia quindi vy € Sol(A| — b) un centro di simmetria.

o Applicando la traslazione T : R™ — R™, v — v — vp, otteniamo nuove coordinate
y = T(z) = x — vy, nelle quali la quadrica diventa (si veda (6.1]))

0=gqly+wv) =y Ay+c dove ¢ =2b"vg+vlAvg+c=0b"vy+c

——
_pT

o Ora semplifichiamo la forma quadratica data da A (seguiamo la stessa idea della
dimostrazione del Teorema .
Visto che A é simmetrica, per il teorema spettrale esiste una matrice ortogonale P €
Mg(n) tale che
P7'AP = PTAP = D = diag(\,..., \y).

Pitt precisamente P = M& (idgn), dove C & una base ortonormale di autovettori di A.
Applicando quindi Iisometria lineare L : R® — R", v — P~'v = PTv otteniamo nuove
coordinate z = L(y) = PTy (cio¢ y = Pz) nelle quali la quadrica diventa

0=q(Pz) = (P2)"A(P2) +d = 2"P"APz+  =2"Dz+ ¢
e in queste coordinate ’equazione € molto semplice, infatti compaiono solo termini qua-

dratici e il termine costante: non ci sono termini lineari e termini misti di grado 2 (e.g.
come x1x3): la matrice completa completa della quadrica e

A 0
An | O
0 ... 0]¢

Definizione 6.5. La forma canonica metrica di una quadrica a centro ¢

M2+ Az =0 se ¢ =0;
(6.2)
%zf—l—...—l—’l—f’zﬁ—i—lzo se ¢ #0;
dove Ay, ..., \, sono gli autovalori non nulli di A.

Se ora accettiamo di applicare una trasformazione di coordinate non ortogonale, possia-
mo semplificare ulteriormente 1'equazione (similmente a quanto fatto nella dimostrazione
del Teorema e abbiamo la classificazione affine.

o Applicando la dilatazione/compressione Lg : R™ — R" v — Sv data dalla matrice

(651

dove a; =
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otteniamo nuove coordinate w = S(z), cioe z; = Ozi_lwi set=1,...,p, mentre z; = w; se

i=p+1,...,n. Sostituendo nella corrispettiva equazione (6.2)) otteniamo

2
1
0 = Z)‘i (|wz> :ngn(/\i)w? se =0

i By

2
)\7; / )\z
0 = 1—1—2 c’(“ )C\zwl) :1—1—2 sgn(cl>wi2 se d#£0

-1 se <0
dove sgn : R — R ¢ la funzione segno: sgn(z) =< 0 se z=0.
1 se x>0

)

Osservazione. Moralmente, rimpiaziamo tutti i coefficienti nella forma canonica metrica
con i rispettivi segni.

Definizione 6.6. La forma canonica affine di una quadrica a centro e
2 2 2 2 _ Q.
wy+ .. Fw; —wyy — ... —wr, =0 se ¢ =0;
wi4 .o w—wi,—. —wi  +1=0 se Jd#£0;

dove (r,s,n — (r + s)) & la segnatura della forma quadratica associata ad A.

Esempio. e Consideriamo la conica C' := {32% + 2x125 + 329 + 221 + 625 + 1 = 0.

In questo caso A = <3 1), b= <1> e ¢ = 1. La conica C' ¢ a centro, infatti il sistema

1 3 3
lineare Ax = —b ¢ risolubile:
3 1 =1\ wrg (3 0] 0
1 3|-3 0 1]-1
e vp := (0,—1)T & l'unico centro della conica. Ponendo y = x — v, cio® © = y + v

otteniamo l’equazione:
32+ 21y + 3y, —2=0
infatti ¢ = bTvg +c=(1,3)- (0,—1)T +1 = -2.
A questo punto dobbiamo diagonalizzare ortogonalmente la matrice A, ma basta
calcolarne il polinomio caratteristico:

palt) =t* —6t+8=(t—4)(t —2)

Gli autovalori sono 2 e 4, quindi la forma canonica metrica e la forma canonica affin e di
C sono

227+ 425 —2=0, w? +w; —1=0 (ellisse).
110
e Laquadricaz” |1 1 0|z+2 (—3 -3 —3) 411 = 0 ha infiniti centri: Sol(A|—
0 0 2
b) ={(B—1t,t,2)" |t € R}. Sia vp = (3,0, 2)” un centro, ponendo y = x — vy otteniamo

I’equazione

1
yf+2y1y2+y§+2y§—§:0

113



infatti ¢ = (—3, -3, —3)vo+c=—9 — 9/2 + 11 = —1/2.
Il polinomio caratteristico di A & p4(t) = det(tI3 — A) = t(t — 2)? e gli autovalori sono
0 e 2 (doppio) e quindi la forma canonica metrica della quadrica &

1
22§+2z§—§=0,

mentre la sua forma canonica affine ¢ w} + w3 — 1 = 0 (cilindro ellittico).

6.2.2 Quadriche non a centro

Sia @ = {q(m) =T Az + 207z +c = O} una quadrica priva di centro, cioe Sol(A| — b)
non ha soluzioni, cioe —b ¢ Col(A) < b ¢ Col(A). In particolare rg(A) < rg(A| —b), e
quindi rg(A) < n.

Pero posso risolvere il sistema lineare Ax = —b in modo approssimato, cioe considerare
il vettore b € Col(A) che meglio approssima b. In altre parole, la proiezione ortogonale
di b sul sottospazio W = Col(A): b := my (b) € W = Col(A). In questo modo il sistema
lineare Az = —b = 1y (—b) ha sempre soluzione.

Lemma 6.7. Sia A € Mg(n) una matrice simmetrica: A = AT, e sia W = Col(A).
Allora:

i) ker A = ker A2 = W+;
i) dato b € R" sia b := my(b), allora Sol(A| — b) = Sol(A?| — Ab).

Dimostrazione. i) Sia v € ker A, allora A-v = 0. Dunque A*> - v =A-(A-v)=A-0=0,
cioé v € ker A%

Viceversa, sia v € ker A%, allora ||A - v||? = (A-v)T - (A-v) =0T - AT - A v =
vl A% v =0, cioe A-v=0: v € ker A.

Inoltre, Col(A)* = Row(A)r ={z €R": A -2 =0} = ker A.

i) Scriviamo b = b’ + b con b’ = . (b); in particolare Ab = 0 visto che W' = ker A.

Sia v € Sol(A| — b), cioé Av = —b, allora A% = —AY — Ab = —A(V + b) e quindi
A%y = —Ab. Dunque Sol(A| — b) C Sol(A?| — Ab), ma questi due sottospazi affini hanno
la stessa giacitura (ker A = ker A?) e quindi sono uguali. ]

Definizione 6.8. Sia ) := {q(x) =aTAr+ 20"z + ¢ = O} una quadrica, e sia b := my ()
con W = Col(A). L'asse della quadrica ¢ definito come

Ag = Sol(A] — b) = Sol(A? — Ab).

Osservazione. Per quanto osservato 'asse di una quadrica esiste sempre.

Se la quadrica e a centro, ’asse coincide con l'insieme dei centri di simmetria.

Se la quadrica e priva di centro, il sistema lineare Az = —b non ha soluzioni e quindi
rg(A) < n, e dunque Sol(A| — b) = Sol(A?| — Ab) ha un numero infinito di soluzioni.

Definizione 6.9. Sia () C R" una quadrica priva di centro. Chiamiamo vertice di ¢) un
qualunque punto vy € Q N Ag.
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10

1 o N
0 O) T+ 2 (—O —§> x = 0 e una parabola e non

Esempio. e La conica 2?2 — 2o = 27 (
ha centro, determiniamo il suo asse:
A = Sol(A?| — Ab) = Sol(A?|0) = ker A? = ker A = Span((0,1)7).

Quindi il vertice & vy = (0,0)7.
11 0

e Laquadricaz” |1 1 0 |z+2 (—1 2 3) x4+ 1 =0 non ha centro, calcoliamo il
00 -2

SUO asse:
22 0|-1 . 5

(A2 —Ab)=1| 2 2 0| -1 —  A=Sol(A?| - Ab) = {(—= —t,t, )" |t € R}
00 4| 6 2 2

Calcoliamo i vertici: inserendo le coodinate di un punto di A nell’equazione della quadrica
otteniamo 6t + %7 = 0, quindi la quadrica ha un unico vertice vy := (2, -2, 3)T.

Ora procediamo come nel caso delle quadriche a centro ed applichiamo una serie di
trasformazioni affini per semplificare I’equazione della quadrica.

Sia quindi @ := {q(:v) = 2T Az + 2072 +c = O} una quadrica priva di centro, e sia
vy € Ag un vertice @, cio¢ Avg = —my (b) con W = Col(A) e q(vo) = v Avg+2b" vo+c = 0

Attenzione: si puo dimostrare che un vertice esiste sempre: Q N.Ag # 0 (Esercizio).

¢ Applicando la traslazione T' : R" — R" v +— v — vy, otteniamo nuove coordinate
y =T(x) = x — v, nelle quali la quadrica diventa (si veda (6.1]))

0=q(y+wvo) = yT Ay + Q(UgA + bT)y + 207wy + ngvo +c
—_———

v'T c'=q(vp)=0

dove b = (AUO + b) =b— Ww(b) = errA(b>.
¢ Ora semplifichiamo la forma quadratica data da A usando il teorema spettrale
(seguiamo la stessa idea della dimostrazione del Teorema [5.48).
Visto che A e simmetrica, esiste una base ortonormale C di autovettori per A, e posso
b

imporre che m € ker A appartenga alla base (si veda pagina :

bl
C = {bh...,bp,w,prrQ’"'ubn}

base ortonormale di
o=ker

dove by, . .., b, sono autovettori relativi agli autovalori non-nulli Ay, ..., A\, di A: p =rg(A).
Sia P € Mg(n) la matrice ortogonale di cambio di base P = M&(idgn), allora

P'AP = PTAP = D = diag(\y, ..., A, 0,...,0).

Applicando l'isometria lineare L : R® — R" v — P~'v = PTv otteniamo nuove coordi-
nate z = L(y) = PTy (cio¢ y = Pz) nelle quali la quadrica diventa

0 =q(Pz) = (P2)TA(Pz) +2(t) (Pz) = 2" PT APz + 2(PTV)"»
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dove PV = P~V sono le coordinate di ¥/ nella base C, cioe P70’ = (0,...,0,||t'][,0,...,0)T.
————
P
In queste coordinate ’equazione & molto semplice, infatti compaiono solo termini quadra-
tici, ed un unico termine di grado 1: non ci sono ulteriori termini lineari, o termini misti
di grado 2, o termini noti. La matrice completa completa della quadrica e

A1 0
Ap 0
0 [1E'1]

’ 0

0 :

O ... 0 |¥[] 0 ...[ O

Definizione 6.10. La forma canonica metrica di una quadrica priva di centro 7 Az +
207z +c=0¢
Mzp+ o Az 4 2l ]2y = 0 (6.3)

dove Ay, ..., A\, sono gli autovalori non nulli di A, e b’ = mye, a(b).

Come nel caso delle quadriche a centro, se ora accettiamo di applicare una trasfor-
mazione di coordinate non ortogonale, possiamo semplificare ulteriormente ’equazione ed
ottenere la classificazione affine.

© Moralmente, rimpiaziamo tutti i coefficienti nella forma canonica metrica con i rispet-
tivi segni. Formalmente, applicando la dilatazione/compressione Lg : R" — R™, v — Sv
data dalla matrice

Al
5 Al
- 1]
1
1

otteniamo nuove coordinate w = S(z), cioé z; = \/% se1=1,...,p, Zpp1 = Iﬁzm,
Ai

mentre z; = w; se i = p+ 2,...,n. Sostituendo nell’equazione (6.3) otteniamo

7

2
p .
0= [ = | +2B|| 72 = S sgn(A)w? + 2w,y
= WA j

dove sgn : R — R ¢ la funzione segno.
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Osservazione. Se nella matrice S sostituiamo s,41,+1 = [|V|| con sp41 41 = —||V']], allora
il cambio di coordinate ci restiuisce ’equazione

0="> sgn(\)w; — 2wp41
i
Quindi, indipendentemente dai segni di Ay,...,\,, possiamo sempre assumere che il
coefficiente di w4, sia positivo.
Definizione 6.11. La forma canonica affine di una quadrica priva di centro e
Wi W Wi = — W+ 2Wee = 0

dove (r,s,n — (r+s)) ¢ la segnatura della forma quadratica associata ad A.

1 1 0
Esempio. e La quadrica Q : {z7 [1 1 0 |[z+2 (—1 2 3) x+1 =0} non ha centro,
0 0 =2

e il suo asse ¢ A = Sol(A?| — Ab) = {(—3 — t,t,2)" | t € R}. La matrice A ha rango 2 e
una base di ker A ¢ {(1,—1,0)"}; calcoliamo quindi

1 1
—1,2,3)7,(1,-1,0)) 3 3
b/ — or b — <( » < I ) ) _1 _ _ = _1 ’ b/ _
e 4(8) (1, —1,0)7]P 0 2| Wi="3

A questo punto dobbiamo diagonalizzare ortogonalmente la matrice A e basta calco-
larne il polinomio caratteristico:
pat) = (t+2)(t* = 2t) = t(t — 2)(t + 2)
Gli autovalori sono 0, —2 e 2, quindi la forma canonica metrica di @) ¢

222 — 222 4+ 3v223 =0

e la sua forma canonica affine ¢ w? — w3 + 2ws = 0 (paraboloide iperbolico).

1 -1 0
e La quadrica Q : {27 [ -1 1 0|xz+2 (—2 -2 —2) x+4 = 0} non ha centro,
0O 0 O
1 -1 02
infatti | —1 1 0|2 | non ha soluzione. La matrice A ha rango 2 e una base di ker A
0 0 02

¢ {(1,1,0)7}; calcoliamo quindi

(2,2,2)7, (1,1,0)) }

b/ = 71-keer(b) =
(1, 1,0)7]2

1
—2(1], IwI=2v2
0

A questo punto dobbiamo diagonalizzare ortogonalmente la matrice A e basta calco-
larne il polinomio caratteristico:

pa(t) = t(t* — 2t) = t*(t — 2)
Gli autovalori sono 0 (doppio) e 2, quindi la forma canonica metrica di @ &
222 +4v/22, = 0

e la sua forma canonica affine ¢ w? + 2wy = 0 (cilindro parabolico).
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6.2.3 Sintesi del processo di classificazione

Input: @ := {q(m) =aTAz + 202 +c = O}
Domanda: @ € a centro? Cioe Az = —b ha soluzione?

Si No

1. Calcolare un centro vy € Sol(A| —b) e 1. Calcolare ' = e a(b) € ||V/]].

. /T
determinare ¢’ = b"vo + c. 2. Calcolare Aq,...,\, # 0 autovalori

2. Calcolare Ay,...,)\, # 0 autovalori non-nulli di A.

non-nulli di A. ) L
3. La forma canonica metrica ¢

3. La forma canonica metrica ¢

A2+ Az 42| [V zper = 0
{Alz%+...+)\pz§:0 se ¢ =0 1 P*p P

M2 b +2241=0 se ¢ #£0;

4. Per le forme canoniche affini, sostituire tutti i coefficenti con i rispettivi segni.

1 1 -1
Esempio. Consideriamo la quadrica @ : {z7 [ 1 2 0 |z+2 (1 -1 —O> r+1=0}.
-1 0 -1

Il polinomio caratteristico di A & pa(t) = det(tI3— A) = t3—2t2—3t+2 e per il criterio
di Cartesio ha 2 radici positive ed una negativa; quindi la segnatura di A ¢ (2,1,0).

1 1 —1|-1 -1
Ora vediamo se () € a centro: 1 2 0|1 ha un’unica soluzione vy = | 1 |,
-1 0 —-1] 0 1

dacuid =bTvg+c=-2+1=-1<0.
Per cui la forma canonica affine di Q ¢ % — 22 — 22 + 1 = 0 (iperboloide iperbolico, ad
una falda).

6.3 Simmetrie di quadriche

Concludiamo questo capitolo e queste note con una breve discussione sulle simmetrie di
quadriche.

Definizione 6.12. Data una quadrica @) C R", una simmetria di () ¢ un’isometria
o :R" — R" tale che 0(Q) = Q, cioe o(v) € Q & v € Q.

6.3.1 Simmetrie assiali

Sia S := Py+ W C R™ un sottospazio affine (P € R™, W <aR"™), e definiamo la “riflessione
rispetto ad S

og:R" — R"
v o— v ="2myi(v— R
Nel caso in cui S = F sia solo un punto, allora la mappa assume la forma: op, (v) =

v—2v—Fy) =2F —v.
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Definizione 6.13. In particolare, ) C R™ & simmetrica rispetto al sottospazio affine
S=P+WCR"seveQ<os(v) €Q.

Esempio. e Sia () C R” una quadrica a centro. Se vg ¢ un centro di simmetria, allora @)
e simmetrica rispetto a vg: v € Q < 2vy — v € Q.

1 10
e La quadrica 27 |1 1 0|z +2 (—3 -3 —3) 2 + 11 = 0 ha infiniti centri S :=
0 0 2

Sol(A|—b) = {(3—t,t,2)" | t € R}, ed & simmetrica rispetto a ciascun centro. Inoltre @ ¢
simmetrica rispetto alla la retta dei centri S. Infatti og((x,y,2)?) = (3—2,3—y,3—2)"
e sostituendo (3 — 2,3 — y,3 — 2)T nell’equazione della quadrica, si riottiene la stessa
equazione, quindi v € Q < o5(v) € Q.

Osservazione. Una quadrica () ¢ sempre simmetrica rispetto al suo asse Ag.

Sia Q = {x € R" | 2T Az + b"x + ¢ = 0} C R™ una quadrica a centro, e sia B =
{v1,...,v,} una base ortonormale di autovettori di A. Questa base descrive 2 tipi di
simmetrie:

« rispetto alla retta vy + v;R (dove vy € un centro);

« rispetto all'iperpiano H; passante per un centro v, ed ortogonale a v;:

H; ={z e R"|{(z — vo,v;) = 0} = vy + Span(vy, ..., 01,041, ...,Up)

Lasciamo come esercizio per il lettore la verifica che la quadrica () & simmetrica rispetto
a questi sottospazi affini.

Sia ora Q = {r € R" | 2T Az + bz + ¢ = 0} C R" una quadrica priva di centro, e sia
B = {vi,...,0p,Vps1,...,0,} una base ortonormale di autovettori di A, dove vy,...,v,
hanno autovalori non nulli e p = rg(A). Sia inoltre vy € @ N.Ag un vertice della quadrica.
Allora posso definire p simmetrie, una per ciascun iperpiano:

H; = {z € R"|{z—vp,vj) = 0} = vo+Span(vi, ..., 0j—1,Vj41, .-, Up,---,n), jed{l,...,p}

Si osservi che ciascuno di questi iperpiani contiene I'asse della quadrica Ag.
Anche in questo caso lasciamo come esercizio per il lettore la verifica che la quadrica
() & simmetrica rispetto a questi iperpiani.

37 20 2
Esempio. e La quadrica 7 [ 20 49 22|z —9 = 0 ha un unico centro: 0 € R3.
2 22 58
37 20 2
La matrice A = |20 49 22| ha 3 autovalori distinti: 81, 45, 18; e gli autospazi sono
2 22 58

Va1 = Span((]-? 2, 2)T>7 Vis = Span((_27 -1, Q)T) e Vig = Span((2a -2, ]-)T)
Abbiamo quindi 6 simmetrie: 3 rispetto alle 3 rette V), A € {18,45,81} e 3 rispetto ai 3
piani generati da due dei tre autovettori menzionati, e.g. H; := Span((1,2,2)7, (-2, —1,2)7).

1 1 0
e Laquadrica@Q: {zT [1 1 0 |[x+2 (—1 2 3) z+1 =0} non ha centro, e il suo
0 0 -2

asse & A = Sol(A?| — Ab) = {(—5 — t,t,2)" | t e R}.
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Come visto in precedenza, gli autovalori di A sono 0, —2 e 2, e gli autospazi corrispon-
denti sono Vy = Span((—1,1,0)7), V_5 = Span((0,0,1)T) e V5 = Span((1, 1,0)7).
Possiamo quindi definire 2 simmetrie, una per ciascun piano m, (A € {—2,2}) ortogo-

nale a V) e passante per un punto vy € Ag (e.g. vy = (—%, 0, %)T):

N W

7T2:a:—|—y:—§ MT_9:2=

6.3.2 Simmetrie di rotazione

Sia vg + W = S <R" un sottospazio affine di dimensione dim W > 2, allora in questo
caso possiamo “ruotare” W attorno all’asse vy + W+ tramite una matrice ortogonale
M € Mg(n) tale che Mw = w per w € W+. Piu precisamente, consideriamo

R:R" = R", v vg+ M(v — )

Sia w € R"™ e consideriamo w; = my(w) e wy = my(w), quindi w = w; + ws.
Applichiamo ora R al punto vg + w:

R(vo—l—w1+w2):vg—l—M(w1+w2):U0+Mw1+Mw2:U0+Mw1—|—w2

In altre parole, R ruota la parte in W, e tiene fermi i punti di vy + W+ che ¢ 'asse di
rotazione.

Lasciamo come esercizio per il lettore la verifica che l'isometria R ¢ una simmetria
della quadrica Q.

Sia Q = {r € R" | z7 Az + 0"z +c = 0} C R" una quadrica e supponiamo che A abbia
un autovalore A con ma(\) > 1, allora @) & una quadrica di rotazione, visto che possiamo
“ruotare” 'autospazio relativo a A tramite una rotazione (vy € Ag)

R:R" - R" v vg+ M(v— vp)

dove M € Mg(n) & una matrice ortogonale tale che Mv = v per v € Vi&. Quindi, R
ruota la quadrica @ attorno all’asse di rotazione vy + Vit-.

Vediamo cosa succede nel caso n = 3. Sia Q = {x € R® | 2T Az + b'z + c =0} C R?
una quadrica e supponiamo che A abbia un autovalore A\ con ma(\) > 1 e supponiamo
per semplicita \ # 0. Ci sono 2 possibilita per la forma canonica metrica di Q:

i) Az? +Ar3+ A\323 + ¢ = 0 se ¢ a centro; ii) Az? + Az3 +2||V/||x3 = 0 se non & a centro.
Dividendo per A e riordinando, otteniamo

i) 22 + 25 = —%—%x% =0;ii) 22 + 23 = —%bl”{['g =0;

Intersecando la quadrica con piani affini x3 = a € R possiamo ottenere o 'insieme vuoto

0 una circonferenza.

1 10
Esempio. e La quadrica Q : 27 |1 1 0|z +2 (—3 -3 —3) x + 11 = 0 ha infiniti
0 0 2
centri: Sol(A| —b) ={(3—t,¢,3)" | t € R} = Ay.
Abbiamo visto che A gli autovalori di A sono 0 e 2 (doppio), quindi ’asse di rotazione
¢ vy + Vi, dove vy € Ag.
D’altra parte A & simmetrica quindi V5 L V4 e quindi I’asse di rotazione vg+V; coincide
con 'asse della quadrica.
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e La quadrica @ : 27

50 16 =32
16 26 —16
-32 —16 50

sono Vig = Span((1,2,2), (2,
Quindi @ ha una simmetria di rotazione attorno all’asse vy + Vig = vy + Voo, dove v

—32

50 16
16 26

—32

—-16 50

—16 | x — 36 = 0 ¢ a centro, e la matrice A =

ha 2 autovalori distinti: 18 (doppio) e 90e gli autospazi corrispondenti

—2, 1))7 Voo = Span((—Q, -1, 2)T>

¢ un centro; in questo caso vy = 0.

6.4 Nomenclatura di coniche e quadriche in R?

Per quanto visto, ogni quadrica ha una forma canonica metrica/affine.

Nelle due tabelle seguenti elenchiamo tutte le possibilita per le forme canoniche di
coniche e quadriche in R3. Usiamo la convenzione che gli autovalori \; riportati sono non
nulli, mentre i restanti sono nulli. Inoltre, 'etichetta (D) significa che la conica/quadrica

¢ degenere.

Coniche

Forma canonica metrica Forma canonica affine Tipo affine A centro?

Ay, A >0 z3+2i41=0 (0 (ellisse immaginaria) Si
Mzt + Az +1=0 A, A <0 23+23-1=0 ellisse Si
/\1 > 0, /\2 <0 . N
a4 1=0 iperbole Si

punto (0,0) (rette
Ml >0 22+ a:% =0 immaginarie incidenti Si

(D) Maf+ a3 =0 Ty = ixy)

Ml <0 23 —22=0 rette incidenti z; = +x5 Si
2 M0 22 41=0 0 (ret?le 11mmau_glrjl_La.rle S

(D) Mz?2+1=0 parallele z; = %)
AM<0 22-1=0 rette parallele z; = +1 Si
(D) 22=0 2 =0 retta 1 = 0 (retta doppia) St
A3 + 2 o9 = 0 2?2 4+ 215 =0 parabola No
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Quadriche in R?

Forma canonica metrica Forma canonica affine Tipo affine A centro?
22 —i—)\lx,%)\j—, 1)3\5 j 10 —0 () (ellissoide immaginario) Si
)\1Z%+>\Ql’%+)\3$§+1:0 /\17>\27>\3<0 . . N
P4ad4ai—1=0 ellissoide Si
A, A2 >0, A3 <0 iperboloide a due falde S
4l -2i+1=0 (iperboloide ellittico)
A >0, Ay, A3 <0 iperboloide ad una falda g
ri—as—2i+1=0 (iperboloide iperbolico)
)\1, )\2, A3 >00
A1, A2, A3 < 0 punto (0,0,0) Si
A, A >0, A3<00
A1 >0, A2, A3 <0 cono (a due falde) Si
x? + 23 = z2
Ay, >0 22+423+1=0]| 0 (cilindro immaginario) Si
D) Maf+dai+1=0 | A\ A <0 a2422-1=0 cilindro ellittico Si
AL >0> A . : . .
22— a2+ 1=0 cilindro iperbolico Si
MAa >0 224+22=0 retta doppia {(0,0, )T Si
iani incidenti
MA <0 22 —23=0 plam 1hal Si
i ! 2 {(O./,Oz,ﬁ)T}, {(CY, _O-/:ﬁ)T}
() (piani immaginari .
2 _
(D) Mzi+1=0 A>0 o +1=0 paralleli z; = 1) S
A <0 22=1 piani paralleli z; = +1 Si
(D) Mzi=0 =0 piano doppio z; = 0 Si
9 >\12)\2 >0 paraboloide ellittico No
/\1[E%+)\25L‘3+2Hb/||1’3 =0 ZE1+1]2—|—21}3 =0
/\1)\2 <0 . . .
2 — 22 4 2w = 0 paraboloide iperbolico No
(D) Mzi+2||V||]z2 =0 T2 4 215 =0 cilindro parabolico No
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